Michael Buhlmann

Mathematikaufgaben
> Analysis
> Stammfunktion

Aufgabe : a) Berechne das unbestimmte Integral

H1+4—1de.

b) Ermittle die Bogenlange der Funktion y = \/; auf dem Intervall [0,5; 1].

Losung : a) I. Das unbestimmte Integral lasst sich durch eine geeignete Substitution gemar der
Substitutionsregel:

j f (g(x)) '(x)dx :j f (u)du = F(u) = F(g(x)) mit: u=g(x), u'(x) :% = u'(x)dx = du,

auf eine Patrtialbruchzerlegung eines gebrochen rationalen Integranden f(u) zurtickfihren, d.h.:

f(u)=

C, um+. .+C
a(u-u,)" L. + pu+q,)° .
B u+C
1 A + o+ A, + o+ 281U+C1 + o+ o, o
aju-u, (u_u1)n1 u"+pu+q (uz"'pll-H'ch)o1

1 ),

wenn nur das Nennerpolynom in lineare und quadratische Faktoren zerlegt ist und das Zahlerpoly-
nom einen kleineren Grad als das Nennerpolynom besitzt. Mit den zu bestimmenden reellen Zah-

len Ay, ... ergibt sich dann die Summe von einfachen Briichen auf der rechten Seite der Gleichung
(*). Diese aus der Partialbruchzerlegung entstehenden einzelnen Integrale werden u.a. nach der

Potenzrege gelost:
1

—dx In|X aj J(X a)" = (n—l)(x—a)”‘l (n>1).

/ 1
II. Substitution: Wir substituieren U = l+E und Iésen die Gleichung nach x auf:

= 1+i©U2:1+i©u2—1:i@ 21 :4)(.:,)(:# _( )
V" 4x 4x 4x  u -1 4u*-1) 4

Ableiten ergibt:
1 u

o _ —l(u2 - Ru=-Z——— =>dx= —l—du.
du 4 2 -1 2(u‘-

Das unbestimmte Integral wird damit zu:

L1 1 _ 1 u?
J' 1+Rdx—jutﬁ 2—(u2_1)2jdu— ZI—(UZ—l)Zdu
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[Il. Partialbruchzerlegung: Wir zerlegen zunéchst den Nenner des Integranden

u? u? u?

f(u)= (W% -1)° = [(u+D(u-1] = (W+D)Z(u-1)7 in lineare Faktoren gemaf der 3. binomi-
schen Formel (a®~b® = (a+b)(a-b)). Dann gilt der Ansatz:
_ u? A B C D
f(u)= > = + >+ +
u+d)°(u-)° u+l @U+DH" u-1 (u-I

> ().

Multiplikation von (*) mit dem Nenner (u+1)*(u—1)* des Integranden ergibt:

u’ =Au+)u-1)*+Bu-1)*+Cu+21)*u-1)+Du+1?

und weiter:

u> =AU’ -Yu-)+BU*-2u+D)+Cu+)Uu*-1)+DU*+2u+1) -

u? = AU -u’-u+D)+BU’-2u+)+CU*+u®*-u-1)+DU* +2u+1) -
u®*=(A+C)u®* +(-A+B+C+D)u’*+(-A-2B-C+2D)u+(A+B-C+D)
Auf Grund von:
Ou®+1u”+0u+0=(A+C)u*+(-A+B+C+D)u*+(-A-2B-C+2D)u+(A+B-C+D)
liefert ein Koeffizientenvergleich mit;

A+C=0

AA+B+C+D=1

-A-2B-C+2D=0

A+B-C+D=0

ein lineares Gleichungssystem mit den Unbekannten A, B, C, D, das mit dem Gaul3-Algorithmus
|6sbar ist:

Lineares Gleichungssystem:
+ 1A +1C =0
-1A+1B+1C+1D=1
-1A-2B-1C+2D=0
+1A+1B- 1C+1D =0

Anfangstableau:

1010]0

(11111

-1-2-1210

11-11]0

1. Schritt: 1*(2) + 1*(1) / 1*(3) + 1*(1) / 1*(4) - 1*(1) /
1010]|0

0121]1

0-20 210

01-21]0

2. Schritt: 1*%(3) + 2*(2) / 1*(4) - 1*(2) /
101 0]0

012 1|1

004 4|2

00-40]-1

3. Schritt: 1*(4) + 1*(3) /

1010]|0

01211

0044]2

00041

Michael Buhlmann, Mathematikaufgaben > Analysis > Stammfunktion 2



Dreiecksgestalt des linearen Gleichungssystems:

+ 1A + 1C =0
+1B+2C+1D =1
+4C+4D =2
+4D =1
Losungen des linearen Gleichungssystems:
D=0.25=1/4
C=0.25=1/4
B=0.25=1/4
A=-0.25=-1/4
Die Identitat (*) wird damit zu:
1 1 1 1
) - = = =
u 11 1 1 11 1 1
-4, 4 4, 4 __ + + +

U+D2U-12 u+l (U+D)? u-1 (U-12 4u+l 4@Uu+D? 4u-1 4@u-1°

IV. Wir berechnen nun die Stammfunktion in Abhangigkeit von u:

u? _1¢ 1 1 _

T i v U vt Uit s s U
(u+D“(u-12) 4u+l 47 (u+1? 4°u-1 47 (u-172

11 11

P e A L L v e L A A L BT

unter Verwendung der Potenzregel.

V. Die Stammfunktion in Abhéngigkeit von x ergibt sich schliel3lich aus der Ricksubstitution mit

= 1+i:

V" 4x

2

J' 1+idx:—lj4du u:—1(—1In|u+]j+lln|u—]j—1—1 11 j—
V" ax 2) (-2 2\ 4 4 4u+l 4u-1
1 1 11 11 1 1 1
§|n|u+]]—§ln|u—11 ——:—(In|u+Jj—In|u— L R, J—
1/1+l ]‘ In‘/1+ ]‘

- Fore i

+1 1+ —

Das gesuchte unbestimmte Integral lautet:
1
1+— J‘ In 1+ J‘
" 4x \ \/7 \/7
+1 J1+—

mit C als Integrationskonstante.
b) I. Die Bogenlédnge L einer Funktion y = f(x) auf einem Intervall [a; b] errechnet sich gemaf der

Formel:
L :Tw/1+(f'(x))2dx.

lIn

| 1+ Lax =1 1n
4x 8
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1
[I. Somitist mit y = \/; und y'= \/— auf dem Intervall [0,5; 1] die Bogenlange:

L= j1+(2 fj = L\/:dx

mit Hilfe des unbestimmten Integrals aus Aufgabe/Losung a) zu bestimmen, also:

L= J'1/1+—dx- = In1/1+—+1~ In1/1+— J\ t 1 =
05 ‘/ L 1/1+i—1
4x 4x 05
1 §+1 3

= -1
2 2
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0,5800 [LE]

(LE = Langeneinheiten).
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