
Michael Buhlmann, Mathematikaufgaben > Analysis > Stammfunktion 1 

Michael Buhlmann 
 

Mathematikaufgaben  
> Analysis 
> Stammfunktion 
 
 
Aufgabe : Berechne für reelles a≠0 das Integral: 
 

 − dxxa 22
. 

 
 
 
Lösung : I. Zur Berechnung des unbestimmten Integrals (als Gesamtheit aller Stammfunktionen) 
verwenden wir a) die Substitutionsregel:   

  ===⋅ ))(()()()('))(( xgFuFduufdxxgxgf  mit: u = g(x), dudxxu
dx

du
xu =⇔= )(')(' , 

 
b) die Produktintegration (partielle Integration):  

 ⋅−⋅=⋅ dxxvxuxvxudxxvxu )(')()()()()(' ,  ⋅−⋅=⋅ dxxvxuxvxudxxvxu )()(')()()(')( . 

 
II. Im unbestimmten Integral klammern wir aus der Wurzel a2 als a aus und erhalten:  
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Nun substituieren wir: uaxu
a

x
sinsin == , uduadxua

du

dx
coscos ==  (Substitutions-

regel) und erhalten:  

(1) =  ⋅−=⋅− uduuauduaua cossin1cossin1 222
 = (2). 

 
Es gilt nun die trigonometrische Beziehung sin2u + cos2u = 1, so dass cos2u = 1 – sin2u => 

uu 2sin1cos −=  folgt und damit: 
 

(2) =  =⋅ uduauduua 222 coscoscos  = (3). 
 
Der Ausdruck (3) ist aber ein Integral, das wir mit Produktintegration lösen können. 
 

III. Wir führen dazu die Produktintegration für das Integral  xdx2cos einmal durch: 
 

   =−⋅−⋅=⋅= dxxxxxxdxxxdx )sin(sincossincoscoscos2
 

   =−+⋅=−+⋅=+⋅ xdxdxxxdxxxxxdxxx 222 cos1cossin)cos1(cossinsincossin  

 −⋅+=−+⋅ xdxxxxxdxxxx 22 coscossincoscossin  (*) 

mit: xxu cos)(' = , xxu sin)( = , xxv cos)( = , xxv sin)(' −=  und wegen: sin2x + cos2x = 1. 
 

Die Gleichung (*) ist nach  xdx2cos  umzuformen, also:  
 

 −⋅+= xdxxxxxdx 22 coscossincos  | +  xdx2cos  
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Das unbestimmte Integral lautet damit: 
2

cossin
cos2 xxx

xdx
⋅+=  + C (**) mit C als reeller 

Integrationskonstante. 
 
IV. Wir fahren fort mit dem Integral (3) und haben gemäß der obigen Produktintegration und (**):  
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Rücksubstitution erfolgt nun mit: 
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u =sin , 
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V. Damit errechnet sich das gesuchte unbestimmte Integral als:  
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adxxa  + C mit C als reeller Integrationskonstante. 
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