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Aufgabe: Zeige, dass die folgende Integralformel gilt:

R =251 . S 251 1 i
J.cos2 xdx—[l_l Y jx+s1nxDZ[j|_|—JEl2—,cO52 "x+C, neN.

=1 J o\ jmn 2J l

Lésung: I. Es gilt beim Integrieren eines unbestimmten Integrals die Produktintegration:
Iu'(x)v(x)dx =u(x)v(x) — Iu(x)v'(x)dx

als Folgerung aus der Produktregel fir Ableitungen.

Il. Allgemein gilt fir das Beweisverfahren der vollstandigen Induktion fiir Aussagen tber die natur-
lichen Zahlen neN die folgende Vorgehensweise:

1) Induktionsanfang der Giiltigkeit der Aussage fiir ein n=k, eEN (meist n=0 oder n=1);

2) Induktionsannahme der Gultigkeit der Aussage fir n=k;

3) Induktionsbehauptung der Giltigkeit der Aussage fir n=k+1;

4) Induktionsschritt von n=k auf n=k+1, d.h.: Beweis der Induktionsbehauptung unter Verwendung
der Induktionsannahme;

5) Induktionsende auf Grund von Induktionsanfang und -schritt, d.h. letztlich: Giiltigkeit der Aussa-
ge far alle natrlichen Zahlen neN.

[ll. Wir verwenden das Beweisverfahren der vollstdndigen Induktion und beweisen als Induktions-
anfang fur n=1 die angefihrte Formel. Dazu verwenden wir die Produktintegration und haben unter
Verwendung der trigonometrischen Formel sin?(x)+cos®(x) = 1:

Icosz xdx = Icos x [tos xdx = sin x [¢0s x — I sin x [{—sin x)dx =

u'=cos x=u=sin x

V=cos x=>v'=—sin x
sin x [¢os x +J.sin2 xdx = sin x [dos x + _[(1 —cos’ x)dx = sin x [dos x +j1dx —J.cos2 xdx =
sin x [¢os x + x — Jcosz xdx.
Die Gleichung
Icosz xdx =sin x [¢osx + x — Icosz xdx
lasst sich dann noch umstellen:
Icosz xdx=sinx@:osx+x—‘|‘cos2xdx |+Icoszxdx

ZICOSZde:SianTOSX+x | :2
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1 |
J.cos2 xdx = —x +—sin x [¢os x,
2 2

1 . 1 .
so dass wegen i=n=1 mit |_| M -1 und l_! £ =1 (leeres Produkt) die rechte Seite der zu
L 2) 2 by 2]

beweisenden Integralformel tragt.

IV. Die Induktionsannahme sei:
2j-1 F2j-1)_1

Icos“ xdx = rl I~ Ik +sinx |_| 20 cos¥ x+C (%)

j= 2] i=1 \_j=i+l 2.] 2l

fir ein gewisses n=k. Die Induktionsbehauptung fir n=k+1:
k+l A s _ k+ [ k+l

J.cosz("”) xdx=| 1 2] _ Do+ sin x |_| by [P
=1 2j i=1 \j=i+l 2j 2i

ist dann unter Verwendung von (*) zu beweisen. In der Tat gilt &hnlich wie beim Beweis des Induk-
tionsanfangs:

jcosz(k+1) xdx = J‘cosz"+2 xdx = _[cosx [tos**! xdx =

u'=cos x=>u=sin x }

v=cosk*! x=>v'==(2k+1)sin xcos>K x

sin x [dos* ™ x — _[sin x [{—(2k +1)sin xcos* x)dx =
sin x [dos "' x + (2k + I)J.sin2 x [dos* xdx =

sin x [¢os ™" x + (2k +1)[ (1 = cos” x) [os™ xdx =
sin x [dos***" x + (2k + I)I(COSZk x—cos™*? x)dx =

sin x [dos "' x + (2k + 1)ICOSZk xdx — (2k + 1)J‘cos”‘+2 xdx =

k k
sin x [Bos ™" x + (2k +1) |_| 2j~1 x +sinx |_| 2j-1 Ell—cos T x —(2k+1)_|‘cos”‘+2 xdx
il 2] T\ jmin 2] 2i

=

J'cosz'(+2 xdx =

. 2k+1 2j L2j-1) 1 _ 2h+2
sinx [dos™ ™ x + (2k +1)((|_| Y jx+smx [Z(rl Gz—cos X (2k+l)jcos xdx <

j=1 J i=1 \_j=i+l

k . k
(2k + 2)]0052"+2 xdx =sin x [@os™" x + (2k +1) |_| 2) : Uy +sinx |_| 2/l g o | o
i=1 \_j=i+l 2j 2i

+ kon i kK ( ko~ '
Icos“+2 ydx=2k*1 [ 2J .1 x +sinx |_|M Ell—_COSZl_lx +—1 Qinxleos™ x
2k+2\( 1) 25 |\ L2 ) 2%k +2

=

J-cosw‘”) xdx =

+ k(K Dj— A
2k +1 |_| x+sinx |_|—2J ,1 Ell—_cosz’_lx -
2% +2 <\ L2 ) 2% +2

+1 527 + k2j— ,
2k +1 2~ x+s1nxDZ 2k +1 |_|2J 1E—Il—,cosz’_lx+ ! Ginxos™" x =
2k+2 1125 2k+2 Ll 2 ) o 2% +2

Bin x [dos* ™ x =
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Qin x [tos* ™ x =

kA s _ k (koA 4
r_2] _1 x+sinx[£ |_|—2] _1 Ell—_cosz’_lx+
=t 2] = \ i 2] 2i 2k +2

K+l oAy s k [ k+l oA ' Kl Ay os
|_—2J.1 x+sinx D] |_|_2]'1 E—Il—_cosz’_lx+sinx |_| 2J.1 !
o i st 2J 2i i 2] 2(k +1)

-1 ) S E2i-1) 1 i
r]— x+sinxD] 2L 3 cos ™ x,
= 2j izl \_j=i+l 2j 2i

was zu beweisen war. Es gilt also die oben angegebene Integralformel:

jcosz” xdx = [ﬁ 2]2.__1]x+sinxDi[ ﬁ EJ E—Izl—'cosz"_1 x+C, neN.

j=l J i=1 \j=i+l 2j l

V. Fur die ersten natlrlichen Zahlen ergeben sich die nachstehenden Formeln:

2(k+1)-1 _
(=1 =

n= Integral

1 1 .
1 Icosz xdx = —x+—sin x [¢os x
2 2

2 J‘cos4 xdx:§x+§sinxﬂzosx+lsinxﬂtos3x
8 8 4

5 5 . 5 . 1.
3 Icos6xdx:—x+—smxﬂzosx+2—smx@os3x+gs1antossx

35 35 .

4 J‘cos8 xdx = ——x+——sin x[¢osx +139—525inx [Gos® x +4185inx [¢os’ x +%sinx [¢os’ x

128

Usw.
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