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Mathematikaufgaben
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> Stammfunktion

Aufgabe: Zu bestimmen ist eine Stammfunktion F(x) zur Funktion:
fx)=x*>".

1. Lésung: I. Wir verwenden die Produktintegration (partielle Integration) geman der Regel:
j u' (x) B (x)dx =u(x) I(x) — j u(x) ' (x)dx, j u(x) ' (x)dx =u(x) I(x) - j u'(x) B (x)dx

Dabei ergibt sich nach dem vorgegebenem Produkt = Polynom * Exponentialfunktion im Integranden die folgende Vorgehensweise: Wahle als v'(x)
die Exponentialfunktion, als u(x) das Polynom n. Grades. Nach n-maliger Anwendung der Produktintegration ist das entsprechende Integral
vollstéandig geldst.

Il. Zur Bestimmung einer Stammfunktion F(x) der Funktion f(x) =x*' [ gilt geman der Produktintegration:

— — [ .4 3x — 4 3x _ 3 e g b4 s 40 o5 oa —
F(x)= ~lAf(X)dx = Ix e dx o }x %e I4x %e dx = ; x'e ; jx e dx+ o }

v'()c)=e3x3v(x)=%e3‘t v'(x)=23x:v(x)=%e3x

lx4e3x —i[)f [—le“ —J.3x2 [—le“dx} = lx4e3x —ix3e3x +£J.xze3xdx = lx4e3x —£X363x +i[x2 E'Eeh —I2x E'Ee“dx} =
3 3 3 3 3 9 3 { w(x)=x’=u'(x)=2x }3 9 3 3 3

v'(x):esxzv(x):§e3x

1 4 4 8 1 4 4 8 G{ Gl—

2 hed __x3e3x+_xze3x__jxe3xdx - e =B 1 203 22 e3x_J'1 eXdx | =

3 9 9 9 uozr=uoIl |3 9 9 oL 3 3
v'(x)=e3":v(x)=§e3"

1 4 4 8 8 1 4 4 8 8

_x4e3x __x3e3x +_x263x_ xe3x+ J.e3xdx:_x4e3x __x3e3x +_x263x_ xe3x+ e3x:
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l)c4 —£x3 +ix2 —£x+i e,
3 9 9 27 81

Eine Stammfunktion lautet damit: F(x) = (lx“ —ix3 +£x2 —ix 3 e’
3 9 9 27 81

2. Lésung: |. Zur Funktion f(x) mit
f(X) = (OX"+00.1X"" ... +04 X+0lp) - €™

mit vorgegebenen reellen Zahlen ao, ay, ... oy, r#0 ist eine Stammfunktion F(x):
F(x) = (bnxn+bn-1Xn'1+. ..+bix+by)-e™

mit zu bestimmenden by, by, ... b,. Da die Funktion f(x) sich als Ableitung einer Stammfunktion F(x) darstellt (F(x) = f(x)), gelten die Beziehungen:

(o = rb,
O = (k+1)by,1+rb, k=0, ... n-1 (**),
so dass sich das lineare Gleichungssystem
a, r 0 0 0 0Y b,
- n r 0 .. 0 O0}b,
a,,| |0 n=-1 r .. 0 0D,
a, 0O 0 O .. r 0] p
a, 0 0 0 .. 1 r)bp

ergibt. Das lineare Gleichungssystem ist nach den Unbekannten by, by, ... b, eindeutig auflésbar, da die in der Haupt- und einer Nebendiagonalen mit
nicht verschwindenden Elementen r und n, n-1, ... 1 besetzte (n+1)x(n+1)-Matrix invertierbar ist. Zu den Funktionen vom Typ f(x) =
(0X"+0n1X" ... +a;X+00)-€™ existieren damit geschlossen darstellbare Stammfunktionen F(x) = (b,X"+b,.1x""'+...+b;x+bo)-e™ vom selben Typ.
Die Bestimmung der Unbekannten by, by, ... b, geschieht mit Hilfe der Matrixinversen bei Matrixinversion mit den GauB3-Verfahren:

-1

b, r 0 0 .. 00 a,
b, n r 0 .. 00 a,,
b,,| |0 n=1 r .. 0 0] |@q,,

b, 0 0 O r 0 a,

b, 0 0 O r a,
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II. Zur Funktion f(x)=x" 2> bilden wir mit r = 3 und n = 4 (Polynom 4. Grades) die folgende 5x5-Matrix:

Die Matrix wird mit dem GauB3-Algorithmus invertiert:

Matrix | Einheitsmatrix ->
Anfangstableau:

3000010000
4300001000
03300/00100
0023000010
0001300001
1. Schritt: 3*(2) - 4*(1) /
30000 10000
09000| 43000
03300|] 00100
00230] 00010
00013| 0000 1
2. Schritt: 3*(3) - 1*(2) /
30000 10000
09000|4 3000
00900| 43300
00230|] 00010
00013|] 00001
3. Schritt: 9*(4) - 2(3) /
300 00| 10000
090 00|-4 3000
009 00| 43300
000270 -86690
000 13| 00 001
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4. Schritt: 27*(5) - 1%(4) /

300 0 0] 1 0O0O0O O

090 0 0|]-43000O0

009 0 0] 4-3 300
00027 0| -8 6 -6 9 0

000 O8] 8-6 6 -9 27

5. Schritt: (keine Umformung) /

300 0 0] 1 0O0O0O O

090 0 0|-43000O0

009 0 0] 43300
00027 0| -8 66 9 0

000 O8] 86 6927

Teilen: (1):3/(2):9/(3):9/(4):27/ (5):81/
100 | 1/3 0 0 0 O
010 | -4/9 1/3 0 0 O
001 | 49 -1/3 13 0 O
000 | -827 2/9 -2/9 13 0
0000 | 8/81 -2/27 2/27 -1/9 1/3

-> Einheitsmatrix E | Matrix A™



Mit der Matrixinversen berechnen sich zu f(x) = x' " mitap=0,0,=0,0,=0,03=0, a4 = 1 die gesuchten Koeffizienten der Stammfunktion als:

1 0 0 0 0 1
b . 1 .
A _4
b, 9 3 0 9
bz = i —l 1 0 0 0|= i
9 3 3 9
blls 2 2 0|8
b, 27 9 9 3 0 27
8 2 2 11 8
81 27 27 9 3 81

Eine Stammfunktion lautet daher: F(x) = lx4 —ix3 +—x
9 9 27 81

3. Losung: |. Fir unbestimmte Integrale vom Typ Ix”e”dx, n als nattrliche Zahl, r reell, gilt die explizite Darstellung einer Stammfunktion:

n ' n '
Jxremar=| Y0 BB e = 3 0 BB G e )
k=0 (I’l_k)' r r\ k=0 (l’l_k)’ r

[l. Mit n=4, r=3 gilt geman (*) fir das unbestimmte Integral:
4 !
Jx4e3"dx = Z(—l)k GLG%DC4_I{ et =
k=0 4-K! 3
! ! ! ! ]
((—1)0 EI4— E—Il—1 Ot + (-1 EI4— E—ll—2 07 +(-1)° EI4— E—ll—3 O +(-1)° E—l4— EIIT O+ (-D* E—l4— Ell? Dcoje“ =
43 313 213 I3 03

lx4 —ixS +£x2 —ﬁx+£ e3x = lx4 —i_x3 +ix2 —ix+§ €3x.
3 9 27 81 243

Eine Stammfunktion lautet daher: F(x) = lx4 —ix3 +ix2 —ix 3 e’
3 9 9 27 81
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