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Aufgabe: Berechne fur alle reellen a, b # 0 das Integral:
Je“" cos(bx)dx .

Lésung: |. Zur Berechnung des unbestimmten Integrals (als Gesamtheit aller Stammfunktionen)
verwenden wir die Produktintegration (partielle Integration) geman der Regel:

j u' (x) B (x)dx =u(x) h(x) — j u(x) ' (x)dx, j u(x) ' (x)dx =u(x) O (x) - j u' (x) B (x)dx

Dabei ergeben sich folgende Vorgehensweisen je nach vorgegebenem Produkt im Integranden:

a) Produkt = Polynom * Exponentialfunktion: Wahle als u’(x) die Exponentialfunktion, als v(x) das
Polynom n. Grades. Nach n-maliger Anwendung der Produktintegration ist das entsprechende
Integral vollstandig gelést.

b) Produkt = Polynom * Sinus-/Kosinusfunktion: Wahle als u’(x) die Sinus-/Kosinusfunktion, als v(x)
das Polynom n. Grades. Nach n-maliger Anwendung der Produktintegration ist das entsprechende
Integral vollstéandig geldst.

¢) Produkt = Polynom * naturlicher Logarithmus: Wéhle als u’(x) das Polynom n. Grades und v(x) =
In(x). Nach einmaliger Anwendung der Produktintegration ist das entsprechende Integral
vollstéandig gelbst.

d) Produkt = Sinus-/Kosinusfunktion * Sinus-/Kosinusfunktion: Die Wahl von u’(x) und v(x) ist
beliebig. Die Integration fihrt dadurch, dass sich Sinus- und Kosinusfunktionen beim Ab- und
Aufleiten wiederholen, wieder auf das anféngliche Integral, so dass die Integration als Gleichung
aufgefasst werden kann, die nach dem zu I6senden Integral umgeformt werden kann.

e) Produkt = Exponentialfunktion * Sinus-/Kosinusfunktion: Die Wahl von u’(x) und v(x) ist beliebig.
Die Integration fuhrt dadurch, dass sich Sinus- und Kosinusfunktionen beim Ab- und Aufleiten
wiederholen, wieder auf das anféngliche Integral, so dass die Integration als Gleichung aufgefasst
werden kann, die nach dem zu I6senden Integral umgeformt werden kann.

[l. Wir fihren die Produktintegration zweimal durch:

j e cos(bx)dx = A-e™ cos(bx) - j L o= sin(bx))dx = e sin(bx) + j D o gin(bx)dy =
a a a a

Lo cos(bry+2 j e™ sin(bx)dx =
a a

le‘”‘ cos(bx) + 2[1 e“ sin(bx) — J.le‘”‘ (b cos(bx)dx} =
a ala a

L oo cos(br) + %e“" sin(bx) -2 j D e cos(br)dx =
a a a* a
2

Lo cos(b) +i2e"~* sin(bx) —b—2 j e® cos(bx)dx (*)
a a a

mit: u‘(x) = e¥, u(x) = e*/a, v(x) = cos(bx), v'(x) = -b-sin(bx) (1. Produktintegration) bzw: u‘(x) = e**,
u(x) = e*/a, v(x) = sin(bx), v(x) = b-cos(bx) (2. Produktintegration).

Die Gleichung (*) ist nach Ie“x cos(bx)dx umzuformen, also:
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e cos(hx)dx = e cos(bx)+ie sm(bx)—b—2j e™ cos(bx)dx |+b—2je”cos(bx)dx
a a a

1 b )
] e cos(bx)dx =—e® cos(bx) +—e* sin(bx) (Zusammenfassen)
a

Ie cos(bx)dx+—.[e cos(bx)dx—le cos(bx)+£e sin(bx)  (Ausklammern)
a a’

& a

a’

2
a

je cos(bx)dx = le * cos(bx) +ie * sin(bx) | -
a a

a’ b
Je“x cos(bx)dx = ELe * cos(bx) + e El—e sin(bx) (Zusammenfassen)
a’
Je“x cos(bx)dx = %e‘”‘ cos(bx) + %e‘”‘ sin(bx) (Ausklammern)
a” +b a” +b

Je“x cos(bx)dx = 26 p: [a cos(bx) + bsin(bx)]
a

ax eax . .
Das unbestimmte Integral lautet damit: Ie cos(bx)dx = —; 2 [a cos(bx) + bsm(bx)] + C mit
a

C als Integrationskonstante.
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