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Aufgabe : Zeige, dass die folgende Summenformel (angeblich des kleinen Carl Friedrich Gaul3?)
fur alle natirlichen Zahlen n gilt:

14243+, +n="0+D

1. Lésung (mit vollstdndiger Induktion): I. Allgemein gilt fiir das Beweisverfahren der vollstdndigen
Induktion flir Aussagen Uber die natlrlichen Zahlen neN die folgende Vorgehensweise:

1) Induktionsanfang der Giiltigkeit der Aussage fur ein n=k, eN (meist n=0 oder n=1);

2) Induktionsannahme der Giiltigkeit der Aussage fir n=k;

3) Induktionsbehauptung der Gultigkeit der Aussage fur n=k+1;

4) Induktionsschritt von n=k auf n=k+1, d.h.: Beweis der Induktionsbehauptung unter Verwendung
der Induktionsannahme;

5) Induktionsende auf Grund von Induktionsanfang und -schritt, d.h. letztlich: Gultigkeit der Aussa-
ge fur alle nattirlichen Zahlen neN.

Il. Induktionsbeweis der Summenformel:

Behauptung: 1+2+3+...+n= n(n+1) :

Beweis:

1) Induktionsanfang: n=1 mit: 1= &;1) =1 als wahre Aussage.

2) Induktionsannahme firr n=k: 1+2+3+...+k = M , angenommen als wahre Aussage (*).
3) Induktionsbehauptung fir n=k+1: 1+2+3+...+k+(k+1) = W , als wahr zu be-

weisen.

4) Induktionsschritt von n=k auf n=k+1: Wir formen die Induktionsbehauptung unter Benutzung der
Induktionsannahme (*) aquivalent zu einer wahren Aussage um und beweisen damit den Indukti-
onsschritt. Es gilt:

*) .
(k+D(k+2) O k(k+D) (k+1) = (k+D(k+2) -2
2 2 2
K(k+D)+2(k+1) =(k+D(k+2) = k? +k+2k+2=k*+2k+k+2 < 0=0,
Letzteres ist offensichtlich eine wahre Aussage.

5) Beweisende: Wegen des Induktionsanfangs gilt auf Grund des Induktionsschritts die zu bewei-
sende Aussage nicht nur fir n=1, sondern auch fur n=2, weiter fir n=3 usw., mithin flr alle neN.

1+2+3+...+k+(k+1) =

2. Lésung (mit Hilfe eines linearen Gleichungssystems): 1) Es gilt der folgende Ansatz:
1+2+3+...+n=a,n*+an (¥,

so dass die Zahlen a;, a, zu bestimmen sind.

2) Fur n =1 und n=2 ergeben sich aus dem Ansatz (*) die zwei Gleichungen und damit das lineare
Gleichungssystem:
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l=za,+a;
3= 4a, + 28.1
3) Die Losung des linearen Gleichungssystems erhalten wir aus:
Lineares Gleichungssystem:
+ la, + 1la; = 1
+ 4a, + 2a; = 3
Anfangstableau:
1101
4213
1. Schritt: 1*(2) - 4*(1) /
1 1] 1
0-21]-1
2. Schritt: 2*(1) + 1*(2) /
2 0| 1
0-21]-1
Teilen: (1):2/(2):(-2) /
10] 1/2
01] 12
Diagonalgestalt des linearen Gleichungssystems:
+ la, = 1/2
+ la; = 1/2

Losungen des linearen Gleichungssystems:
ap = 1/2
a; = 1/2

4) Mit a; = 1/2, a, = 1/2, eingesetzt in Ansatz (*), gilt also die Formel:
n+n _n(n+1)
2 2
wobei Termumformungen (wie Ausklammern) zur gewiinschten Darstellung fuhren.

1+2+3+..+n=2p? +1n:1(n2 +n) =
2 2 2
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