Michael Buhlmann

Mathematikaufgaben
> Geometrie/Trigonometrie
> Viereck (exakte Berechnung)

Aufgabe : Im Viereck ABCD ist die Seite zwischen A und B 2e\/§ lang, die Seite zwischen C und
D 2e. Rechte Winkel liegen an den Ecken A und C vor, fir den Winkel an der Ecke D gilt: & = 120°.

c

A B
Zeige ohne Verwendung gerundeter Werte, dass der Umfang des Vierecks ABCD
Upaco = 26l3v2 ~+/3+/6 -1

betragt.

Losung : I. Die Formvariable e steht in der Geometrie und Trigonometrie fir eine beliebige reelle
Zahl, die die Grundlage einer geometrisch-trigopnometrischen und daher exakten Formel bildet.
Seitenlangen sind dabei Vielfache von e, Flachen Vielfache von e?. Bei Anwendung von Trigono-
metrie und Satz des Pythagoras treten dann Ausdricke vom Typ

Jai/a= \/52 = a (Wurzel und Quadrat)
Jvae® = e\/a = ne\/a (teilweises Wurzelziehen)

und

e _e .
— = —\/5 (Ganzrationalmachen des Nenners)

Ja a

auf. Im Bereich der trigonometrischen Funktionen sind die exakten Werte von Sinus, Kosinus und
Tangens flr spezielle Winkel wichtig:

§n30° =2, §inds® =242, sin6o° = 143
2 2 2

o_ 1 o_ 1 o_ 1

cos30 :E\/é, cos45 :E\/E, cos60 ZE

V3 N

tan30° =i :?, tan45° =1, tan60° =

NE]
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Zu beachten ist auch, dass ein 45°-Winkel in einem rechtwinkligen Dreieck auf ein gleichschenkli-
ges Dreieck hinweist, ein 30°- oder 60°-Winkel auf ein gleichseitiges Dreieck, dessen eine Halfte
das Dreieck mit dem 30°- oder 60°-Winkel ist. Schlie3lich gelten noch in einem rechtwinkligen
Dreieck die trigopnometrischen Beziehungen:

. _ Gegenkathete _ Ankathete _ Gegenkathete
shg=———— , cOS§p=—————— , tang=—————
Hypotenuse Hypotenuse Ankathete
fur Dreieckswinkel ¢ kleiner dem rechten Winkel.

Il. Wir ergénzen zunachst das Viereck ABCD durch rechtwinklige Aul3endreiecke mit den zusatzli-
chen Ecken E und F:

E 94 F

2e
Dsu

120°

30°

\ 2e,2 60°

A B

Der Nebenwinkel bei D ist: 8; = 180°-120° = 60°, der Winkel 8 bei B errechnet sich auf Grund der
Winkelsumme von 360° im Viereck als: B = 360°-2-90°-120° = 60°, so dass der Winkel B; bei B
B1 = 90°-60° = 30° betragt.

[Il. Wir betrachten das rechtwinklige Dreieck CDE mit dem Winkel d; = 60° und der Hypotenuse
CD = 2e. Es gilt:

sing, = CE . 6in60° = CE = CF = 2emin60° = 2e £ 3 = eV3
CD 2e 2

cosd, = DE . cos60° = 2E = DE = 2e0s60° = 2 F = .
CD 2e 2

IV. Fur das rechtwinklige Dreieck BCF erhalten wir wegen
CF = AB-CE =22 -e/3 = (22 -/3)

die Langen der Strecken BC und BF:

e(2v2-+/3) _ e(2\/_ V3) _ = 26(242 - 3)

Sinf, = = =>sin30° = a2/2-43) BC =
BC BC sin30° 1
2
BF BF
cosf3, =—— =>cos30°=———M =
A7 26(2/2 -/3)

BF = 26(2v/2 —+/3) [©0s30° = 26(24/2 - /3) 91—2\/5 =e(2V2-+/3) 3/3 = ¢(2V/6 - 3).

IV. Zur Berechnung des gesuchten Umfangs des Vierecks ABCD fehlt noch die Viereckseite E
die wir wie folgt bestimmen:

AD =BF -DE =e(2V6-3) —e=e(2/6 -3-1) =e(2/6 - 4) .

Damit ergibt sich fur den Umfang:
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Usep = AB+BC +CD + AD = 2eV/2 +2e(24/2 —+/3) + 2e + 2e(+/6 - 2) =

26(+/2 + 202 -3 +1+6 - 2) = 2e3v2 - V3 + /6 -1)

und daher das gewinschte Resultat.
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