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Aufgabe : Die Ebene E: _): =r|1|+91]| durch den Ursprung des dreidimensionalen reellen Vek-
1 1
0)(1
torraums V = R3 stellt ein zweidimensionaler Untervektorraum U mit Basis B = <| 1 |,| 1|} dar. Be-
1/(1

stimme eine Orthonormalbasis des Untervektorraums.

1. Lésung : I. Ein Tripel (V, +, ) aus Menge und Verknipfungen heif3t K-Vektorraum tber dem
Korper (K, +, ), wenn die folgenden Eigenschaften gelten: A) (V, +) ist eine kommutative
(abelsche) Gruppe; B) Mit -: K x V -> V ist eine ,skalare Multiplikation* auf V definiert, die assozia-
tiv und mit dem neutralen Element 1eK versehen ist; C) Es gelten die Distributivgesetze hinsichtlich
der Verknipfungen + und -.

Eine Teilmenge U des K-Vektorraums V ist ein K-Unter(vektor)raum von V, wenn U L1V gilt und U
die Eigenschaften eines K-Vektorraums besitzt. In dem Fall folgen die Eigenschaften eines Vektor-
raums aus der Tatsache, dass (durch + und - in V auf U induzierte) Linearkombinationen von Vek-
toren a”, b”eU mit k, leK ebenfalls einen Vektor ka”+Ib~gU ergeben.

Reelle Vektorrdume sind Vektorraume tber dem Korper der reellen Zahlen R.

Vektoren a;7, ... a,” in einem K-Vektorraum V hei3en linear unabhangig, wenn die Linearkombi-
nation kia;” + ... ksa,~ = 07, Ky, ... Ky €K, nur auf k; = ... = k, = O fuhrt. Fur einen endlich-
dimensionalen K-Vektorraum V heifRt eine Menge B = {a;”, ... a,”}, neN, eine Basis, wenn die Ba-
sisvektoren linear unabhangig sind und den Vektorraum V erzeugen, d.h. fur jeden Vektor a” eV gilt
(in eindeutiger Weise): a~ = k;a;” + ... Kqa, ~, Ka, ... k, eK. Der Vektorraum V ist das Erzeugnis von
B: V = <B> und besitzt die Dimension: dim(V) = n. Jeder Vektorraum V, auch ein Untervektorraum
U besitzt eine Basis.

Ist auf einem Vektorraum V zudem ein Skalarprodukt definiert, d.h. eine Abbildung, die zwei Vekto-
ren a”, b~ eine Zahl <a”, b”> des Korpers K zuordnet mit den Eigenschaften der Symmetrie, Li-
nearitat und positiven Definitheit, so lasst sich das Konzept der Orthogonalitét einfihren, d.h.: zwei
Vektoren a”, b™~ stehen senkrecht aufeinander, wenn <a”, b™> = 0 gilt. Eine Orthonormalbasis ist
eine Basis des Vektorraums, deren linear unabhangige Vektoren paarweise senkrecht zueinander
stehen und die Lange 1 besitzen. Dabei bezieht sich die Lange oder der Betrag eines Vektors a™

- =>

auf die durch das Skalarprodukt induzierte Norm u.a. mit [a”| = y<a,a> (= 1, wenn a~ normiert
ist).

Il. Mit V = R® als reellen dreidimensionalen Vektorraum mit kanonischem Skalarprodukt I&sst sich

(& LB
flr Vektoren a =| a, | und b =| b, | das aul3ere, Vektor- oder Kreuzprodukt definieren als:
a, b
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o a,b, —asb,
axb = a3b1 - a1b3
a1b2 - azbl

-> ->

Der Vektor des Kreuzprodukts steht dann senkrecht auf den Vektoren a und b.

PR R

0
[Il. Die Orthogonalitat des Kreuzprodukts kénnen wir ausnutzen, um aus der Basis B= 1| 1|,
1

eine Orthonormalbasis B* abzuleiten. Dazu betrachten wir die durch den Ursprung O(0|0|0) verlau-

) 0 1 ) 0 ) 1
fende Ebene E: X =r| 1 |+9 1| mit den Basisvektoren &, =| 1| und &, =|1{:
1 1 1 1

0) (O 0
Der Kreuzproduktvektor n, =a,xa, = 1|x| 1|=| 1 | steht senkrecht auf den Basisvektoren a, ,
1) (1 -1

>

a, und ist ein senkrecht zur Ebene E stehender Normalenvektor der Ebene. Der Kreuzprodukt-

0 0 2
vektor n, =nxa, = 1 |x|1|=|0| steht wiederum senkrecht auf den Vektoren a,, n, und liegt
-1) (1 0

-> ->

daher in der Ebene E. Die Vektoren a,, n, sind mithin Vektoren einer Basis des die Ebene dar-

stellenden Untervektorraums U, die orthogonal zueinander stehen. Normieren wir die zwei Vekto-
ren, so erhalten wir als Einheitsvektoren:

lO 0
Rt
2

-
0

8
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0 1
Eine Orthonormalbasis des Untervektorraums U ist damit: B* = %/5 | O
0

ez

2. Losung : I. Ein Tripel (V, +, :) aus Menge und VerknlUpfungen heif3t K-Vektorraum tber dem
Korper (K, +, -), wenn die folgenden Eigenschaften gelten: A) (V, +) ist eine kommutative
(abelsche) Gruppe; B) Mit -: K x V -> V ist eine ,skalare Multiplikation* auf V definiert, die assozia-
tiv und mit dem neutralen Element 1¢K versehen ist; C) Es gelten die Distributivgesetze hinsichtlich
der Verknipfungen + und -.

Eine Teilmenge U des K-Vektorraums V ist ein K-Unter(vektor)raum von V, wenn U [JV gilt und U
die Eigenschaften eines K-Vektorraums besitzt. In dem Fall folgen die Eigenschaften eines Vektor-
raums aus der Tatsache, dass (durch + und - in V auf U induzierte) Linearkombinationen von Vek-
toren a”, b”eU mit k, leK ebenfalls einen Vektor ka”+Ib”eU ergeben.

Reelle Vektorrdume sind Vektorraume tGber dem Korper der reellen Zahlen R.

Vektoren a;,7, ... a,” in einem K-Vektorraum V heiRRen linear unabhéngig, wenn die Linearkombi-
nation k;a;” + ... ksa,~ = 07, ky, ... ky, €K, nur auf k; = ... = k, = 0 fuhrt. Fur einen endlich-
dimensionalen K-Vektorraum V heifRt eine Menge B = {a;”, ... a,”}, neN, eine Basis, wenn die Ba-
sisvektoren linear unabhangig sind und den Vektorraum V erzeugen, d.h. fuir jeden Vektor a”eV gilt
(in eindeutiger Weise): a~ = k;a;” + ... Kqa, ~, Ka, ... k, eK. Der Vektorraum V ist das Erzeugnis von
B: V = <B> und besitzt die Dimension: dim(V) = n. Jeder Vektorraum V, auch ein Untervektorraum
U besitzt eine Basis.

Ist auf einem Vektorraum V zudem ein Skalarprodukt definiert, d.h. eine Abbildung, die zwei Vekto-
ren a”~, b~ eine Zahl <a”, b”> des Korpers K zuordnet mit den Eigenschaften der Symmetrie, Li-
nearitat und positiven Definitheit, so lasst sich das Konzept der Orthogonalitét einfihren, d.h.: zwei
Vektoren a”, b~ stehen senkrecht aufeinander, wenn <a”, b”> = 0 gilt. Eine Orthonormalbasis ist
eine Basis des Vektorraums, deren linear unabhangige Vektoren paarweise senkrecht zueinander
stehen und die Lange 1 besitzen. Dabei bezieht sich die Lange oder der Betrag eines Vektors a”

- =>

auf die durch das (kanonische) Skalarprodukt induzierte Norm u.a. mit [a”| = y<a,a> (= 1, wenn
a” normiert ist).

- >
[l. Eine Basis eines reellen Vektorraums, bestehend aus linear unabhéngigen Vektoren a, , a,, ...,
wird zu einer Orthonormalbasis, wenn das Orthogonalisierungsverfahren von Gram-Schmidt an-
gewendet wird.

1. Schritt: Erzeugung orthogonaler Vektoren mit Hilfe des (kanonischen) Skalarprodukts vermége:

- s
a =

-~
2 <a,a, >
* y Ay *
aZ_aZ_ - > ai

<a1,a1 >
- s - s

c_ - <ala>7 <a,8,>
a3:a'3_ - > ai_ - > a2

<a,a > <a,,a, >

usw.
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2. Schritt: (Kanonische) Normierung der erzeugten orthogonalen Vektoren vermége:

=1 =
a’=—a
a
=1 =
azo =T
a,
e 1 =
a, = a,
a,

- -
Die Vektoren B* = {aio,azo,..} bilden dann eine Orthonormalbasis des reellen Vektorraums.

[ll. Wir wenden das Orthogonalisierungsverfahren an und haben zunéchst:

- _ O
a =a =|1],
1
weiter:
1) (0
<[1/1]|>
1 0 1 0 1 0 1
= 1)1 2
a,=1|- 1(=/1|—-—|1|=|1|-]1|=|0
0)(0 2
1 1 1 1 1 1 0
<l1l||1]|>
1)1

Normierung der Vektoren ergibt:

N 1 0 0
0= _— 1= }/
a \/E ) \/E

Y2
> - 1
a=a,=|0]|.
0

0 1
Eine Orthonormalbasis des Untervektorraums U ist damit: B* = %/E |0
0

V2
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