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Aufgabe : Leite mit Hilfe eines Volumenintegrals die geometrische Formel fiir das Volumen eines
Torus mit Innenradius r > 0 und AufRenradius R > 0 her:

=27°r°R.

V.

Torus

Losung : I. Fur zwei auf dem Intervall [a; b] definierte, integrierbare Funktionen f(x), g(x) mit
f(x) 2 g(x) hat der Rotationskorper, der durch Drehung der Flache zwischen den Funktionen um die
x-Achse entsteht, das Volumen(integral):

V= ﬂi ((f X)) - (g(x))z)dx.

II. Ein Kreis mit (Innen-) Radius r ist die AuRenlinie des Torus. Es gilt folglich die Beziehung:
2 2 _ 2
X“+y =r
im x-y-Koordinatensystem mit dem Koordinatenursprung O(0|0) als Kreismittelpunkt durch Umstel-
lung nachy = f(x):

Xyl =R @& y=rrox e y=+Jr’-x*,
d.h.:
y= 2 — 2
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mit Dy = [-r; r] als Definitionsbereich.

lll. Wir definieren nun auf Grund von Il. die zwei Funktionen f(x) und g(x), die den Kreis als
Querschnittsflache des Torus begrenzen, als:

f(x) = Vr* = x> + R (oberer Kreisbogen)
g(x) = R—+/r? —=x* (unterer Kreisbogen).

Es ist f(x) =2 g(x) auf der Definitionsmenge D; = Dq = [-r; 1], so dass flr das Volumenintegral der um
die x-Achse rotierenden Flache zwischen den Funktionen gilt:

V= ﬂjr((m+ R)2 —(R—m)zjdx = (1).

Der Integrand des Integrals (1) lasst mit Hilfe der 1. und 2. binomischen Formel ausrechnen
((a+b)? = a®+2ab+b?, (a-b)* = a>-2ab+b?). Damit ergibt sich:

1) = nj(((\/rz —x2)2 +2Ryr? = x? +R2)—(R2 ~2RVr2 - %’ +(\/r2 —XZ)ZDdx =
nj((\/rz—xz)z +2RVr2—x2 +R2-R? + 2RJr? - x° —(\/r2 —xz)zjdx =
n_r[4R\/r2 —xzdx:4nfi'rf\/r2 - x%dx = (2).

Fir das Integral (2) gilt wegen der Symmetrie der Funktionen f(x), g(x) und mithin auch f(x)-g(x) zur
y-Achse des Koordinatensystems sowie wegen der Symmetrie des Integrationsbereichs [-r; r],
dass sich das Volumen des Rotationskérpers durch Verdopplung des halben Volumens bestimmen
lasst; also:

) = 47REZJ\/r2 —xzdx:87ﬂ_[\/r2 - x?dx = (3).
0 0

IV. Das Integral (3) errechnen wir durch Integration unter Ermittlung der Stammfunktion geman der
(in V1. bewiesenen) ldentitat fur das unbestimmte Integral:

J\/a2 - xzdx:%(a2 arcsin(ﬁ} +xE/a® - ij *)

fur reelles a#0. Mit a=r folgt aus (*):

(3)=8/R{%(r2arcsin(?x)+x1/r2—x2H :4/R{r2arcsin(?x)+x r2—x2} =
0 0

e e

r
477R[(r2 arcsin(l) +r [0) - (r2 arcsin(0)+ OB/r_z)]: 4ﬁR{r2 %} = 27°r°R,
womit die in der Aufgabenstellung angefiihrte Formel bewiesen ist. Es ergibt sich:

Voo = 2IT°T°R

Torus
als Torusvolumen.

V. Wir folgern noch: Offensichtlich ist das Volumen eines Torus mit Innenradius r > 0 und Aul3en-
radius R > 0 gleich dem Volumen eines Zylinders mit Radius r und Hohe h = 2TR. Hier kommt der
den Torus durchziehenden Mittellinie, der Linie des Kreises mit Radius R, eine besondere Rolle
zu; der Umfang dieses Kreises ist die HOhe des Zylinders.
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VI. Zusatz: Wir berechnen noch das unbestimmte Integral: I\/ a’-x? dx. Ausklammern, Substi-

X . . X
tution mit: g =snu= X=asnu, E = acosu = dx=acosudu geman der Substitutions-

regel, trigonometrische Beziehung sin“u + cos®u = 1, Produktintegration mit: y* = cosx, y = sinx, z =

. X . X . X
cosx, z' = -sinx und Ruicksubstitution mit: SNU = g Snu = 5 = u=arcs n(gJ ,

cosu =+/1-sin®u =

2
X
1—(gj fihren dabei auf folgende Umformungen:

2 2
j\/az - xzdx:I —(gj dx = aj 1—(2) deub;wmaJ'\/1—sin2 u [@cosudu =

azjxll—sin2 u [tosudu = azjcosu [tosudu = az_[cos2 udu =

Pr oduktint egration

2
(XY, x X
B arcan+ 1-( j
+sinultosu _ a . a) a a
a? [ == (u+sinuléosu) = a2
2 2 Riicksubstittion 2
2

a . (xj X (sz 1 , . (XJ (XJZ
—| arcan| — |+—01—-| — =—|a“acsn| — |[+ax/1-| — =
2 a) a a 2 a a

%(az arcs n(ﬁj +X B/WJ

a

wegen:

J'cos2 udu:J'cosu [¢osudu = sinul]:osu—jsinu[ﬂ—sinu)du =

Pr oduktint egration

sinu [¢osu +J’sin2 udu = sinu [¢osu +'|'(1—cos2 u)du =

sinu E:osu+J’1du—J’c;os2 udu=sinu III:osu+u—J’cos2 udu -

+[cos?udu

u+snulcosu

2J'cos2 udu=u+sinultosu < J.cos2 udu=
2

2 2 1 . [ X q [ 2

. . 2 2 — 2 2 2 .
Das unbestimmte Integral lautet damit: J. a —X dX—E a arcsn g +XWa" =X | + Cmit
C als reeller Integrationskonstante.
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