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Mathematikaufgaben
> Vektorrechnung
> Spiegelung an Ebene

Aufgabe: Ein Punkt P(p1|p2|ps) soll gespiegelt werden an einer Ebene E: ax; + bx, + cx; = d. Er-
stelle Formeln zur Ermittlung der Koordinaten des Bildpunktes P*(p‘i|p‘2|p‘s)-

Lésung: a) I. Wir verwenden als Methode zur Spiegelung eines Punktes P an einer Ebene E eine
durch den Punkt fihrende Lotgerade h senkrecht zu E. Der Schnittpunkt F von Ebene E und Lot-
gerade h ist der sog. LotfuBpunkt zum Punkt P auf der Ebene E. Um den LotfuBpunkt F kann der
Punkt P zum Bildpunkt P* gespiegelt werden vermége der Spiegelgleichung:

- -

OP'= OP+2 PF = OF + PF = 2[DF - OP.

Il. Die Lotgerade h senkrecht zur Ebene E: ax; + bx, + ¢x3 = d durch den Punkt P bestimmt sich
a

->

vermdge des Ortsvektors OP und des Richtungsvektors als Normalenvektor n =| b | der Ebene

c
E wie folgt:
- - - Py a
h: x =OP+tn =| p, |+t b|.
Ps ¢

lll. Zur Bestimmung des LotfuBpunkts F auf Lotgerade h und Ebene E setzen wir die Koordinaten
der Geradengleichung in die Ebenengleichung ein, also:

Gerade h -> x; = py + ta, Xo = p2 + th, X3 = p3 + t¢c -> Ebene E -> a(pi+ta) + b(po+tb) + c(ps+tc) = d.
Die vom Geradenparameter t abhangige Gleichung ist nach Voraussetzung eindeutig lésbar; die
Lésung errechnet sich mit:
a(pi+ta) + b(po+tb) + c(ps+tc) =d (Auflésen der Klammern)
ap+ta® + bpa+tb® + cps+tc® = d (Sortieren)
ta®+tb?+tc?® + ap;+bpy+cps = d (Ausklammern)
t(a®+b?+c?) + ap;+bpa+cps = d |
t(a®+b%+c?) = d — ap—bp—cps |
to d—ap, —bp, —cp,

a’ +b* +c? '
Einsetzen des Wertes von t in die Gleichung der Lotgeraden h fiihrt auf den LotfuBpunkt F:

-(ap1+bp2+cps)
‘(a®+b?+c?)

ad —a’ p, —abp, — acp,
2 2 2
b” +c

D, a Py a +
OF =| p, |+ 27 =bpymeps| || bd —abpy ~b7p, ~beps |

? a’*+b* +c? ? a’>+b* +c?

P ¢ P cd —acp, —bcp, —c’ p,
a’+b* +c?
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F(p, +

ad —a’ p, — abp, — acp,

a’*+b* +¢?

bd —abp, —=b* p, —bcp,

|p2+

cd —acp, —bcp, —c’ p,

|p3+
a’+b* +¢?

a’*+b* +¢?

IV. Die Anwendung der Spiegelgleichung flihrt auf die Koordinaten des Bildpunktes P‘. Es gilt fir
den Bildpunkt:

OP'

P
P>
Ps

+20

I

ad —a’p, —abp, —acp,

a®+b*+c?

bd —abp, —=b* p, —bcp,
a’+b’> +c?

cd — acp, —bcp, — ¢’ p,
a®+b*+c?

p(a’ +b> +c*)+2(ad —a’ p, —abp, — acp,) 2ad —a’p, +b’p, +c*p, —2abp, - 2acp,

I ad —a’p, —abp, — acp, |

2 2 2

Py a +b +c P

- ~> bd —abp, —b* p, —bcp
2[0F-0P =210 + ! : 2= =

p2 a2+b2+02 p2

P cd —acp, —bcp, —c’ p, P
a’+b’ +c’

» +2jld—a2p1—abp2—acp3
1 aZ +b2 +C2

-, + o —abp, ~b”p, ~bep,
2 a2 +b2 +C2

p +25?d —acp, —bcp, = ¢’ p,
3 a2 +b2 +C2

a’+b* +¢?

p,(a’> +b> +c*)+2(bd —abp, —b*p, —=bcp,) | _| 2bd +a’p, —=b’p, +c’p, —2abp, —2bcp,

a’+b* +¢?

a* +b* +c¢?

ps(a”® +b* +c*)+2(cd —acp, —bep, —c’ p;) 2cd +a’p, +b’ p, —c’ p, —2acp, — 2bcp,

a’ +b* +¢?

P(

2ad —a’p, +b’p, +c’ p, —2abp,

a* +b* +¢?

a*+b* +c?

—2acp, | 2bd +a’p, —b’ p, +c’ p, —2abp, — 2bcp, |

a*+b*+¢?

a’+b*+c?
2cd +a’p, +b’p, —c’ p, —2acp, —2bcp,
a’+b’>+c’

)

Damit sind die Koordinaten des Bildpunkts ermittelt.
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