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Aufgabe : a) Fur zwei Punkte A und B sollen die Punkte P auf der Geraden durch A und B be-
stimmt werden, die von A doppelt so weit wie von B entfernt sind (Teilverhéltnis 2:1).

b) Es sei nun A(2]-3|0) und B(3]|2|0). Bestimme die Punkte P auf der Geraden durch A und B be-
stimmt werden, die von A doppelt so weit wie von B entfernt sind (Teilverhéltnis 2:1).

c¢) Verallgemeinere: Fur zwei Punkte A und B sollen die Punkte P auf der Geraden durch A und B
bestimmt werden, die von A und B im Teilverhdltnis r:s entfernt sind.

Losung : a) Die Gerade g durch die Punkte A und B ist zunachst von der Form:

g: _x = C_)A+tA_\B.
Nun muss fur einen Punkt Peg gelten:

g-> OP = OA+t AB
fur ein gewisses t, das im Folgenden zu berechnen ist. Die Entfernungen zwischen A und P bzw. B
und P berechnen sich mit:

APzéP—éAz(éAﬂABj—éAztAB

-> ->

BP = OP- OB = ((’3A+t A_\Bj ~OB= C_)A+t(C_)B— C_)Aj ~OB = (t-1) OB+ (1-t) OA =

(t—1)OB-(t-1)OA = (t —1)(673— (Sjb\j = (t-1) AB

als:
d(AP) = |AP =‘t AB
d(B,P) = |BP =‘(t—1) AB|.

AulRerdem soll gelten, dass der Punkt P doppelt so weit von A wie von B entfernt ist, d.h.: d(A,P)
ist doppelt so groR3 wie d(B,P) ist, also mit den anschlieBenden Umformungen:

d(A,P) = 2-d(B,P)

AP = 2 AP (APz‘tAB,éP:(t—l)AB)
‘t AB =2 (t-2) AB (Rechnen mit Betragen)

t E‘]AB‘ - 2|t—]j[~],&8‘ | AB

[t| = 2|t-1] (Betrage auflosen)

+t = 2(t-1) (Klammer auflésen)

+H=2t—2 | -2t

2txt=-2.
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Wir betrachten die beiden Falle getrennt:

Fall 1:

2t—-t=-2

-3t=-2 | :(-3)
t=2/3= t1

Fall 2:

2t+t=-2

-t=-2 | :(-1)
t=2= t

Die Punkte P; (t,=2/3), P, (t,=2) mit

OP, = OA+ 2 AB :6A+2(63_6A] =208+ Lon=Loa+ 208 ¢
3 3 3 3 3 3

OP, = OA+ 2 AB = OA+ 2(('38— C_)Aj = 20B-O0A (*)
sind damit die gesuchten Punkte (, die das Teilverhaltnis 2:1 erfillen).

b) Gemal den Beziehungen (*) und (**) errechnen sich die Punkte P als:

2 3 %

op, =toa+2oB =1 -3|+2|2|= Y

3 3 3 3 3

0 0 0
] - 3 2 4
OP, =20B-0A=22|-|-3|=|7
0 0 0

und damit als:
P1(8/3|1/3]0), P»(4|7]|0).

¢) Wir gehen wie in a) vor und haben die Gerade g durch die Punkte A und B:

g: _x = C_)A+tA_\B
und den Punkt Peg mit:

g-> OP = OA+t AB

fur ein gewisses t, weiter die Entfernungen:
d(AP) = |AP = [t AB
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d(B.P) = |BP| = [(t -1) AB

Das geforderte Teilverhéaltnis r:s wird nun verwendet:

d(AP) = E-d(B,P)

AP =L |aP (A_\P=‘tAB,B_.P‘=‘(t—1)A_\B)
S
‘t AB -r (t-1 AB (Rechnen mit Betragen)
S
|t|E.]AB‘ :qu-qqﬁs‘ | AB
S
t] = L-|t-1| (Betrage auflosen)
S
= r (t-1) (Klammer auflésen)
S
r r r
H=—t—— | -—t
S S S
r r
—tEt=-—
S S
Wir betrachten die beiden Falle getrennt:
Fall 1:
r r
—tHt=-—
S S
_(L +1)t = _L
S S
r+s r r+s
= EG
S S S
+
_r.r SZLDS _ T -t
s s S r+s r+s
Fall 2
r
-—t—t=-—
S S
_(L-l)t = -L
S
sS—r r s—r
(Ft= - E
S S S
(= srorgs v
s s Sr-s r-s
Die Punkte P; (t;=—— ), P, (ty=—— ) mit
r+s r—s
-> -> r -> -> r -> -> r —-> S -> S -> r ->
OPF, =OA+——AB = OA+—(OB— OA) = OB+ OA= OA+ OB
r+s r+s r+s r+s r+s r+s
-> -> r -> -> r -> -> r -> S -> S -> r ->
OP, =OA+ ——AB = OA+—(OB— OA) = OB+ OA= OA+ OB
r-s r-s r-s s—r s—r r-s

sind damit die gesuchten Punkte, die das Teilverhaltnis r:s erftllen.

www.michael-buhimann.de / 03.2020 / Aufgabe 1003

Michael Buhlmann, Mathematikaufgaben > Vektorrechnung > Teilverhéltnis 3



