Michael Buhimann

Mathematikaufgaben

> Geometrie/Korperberechnung
> Zusammengesetzte Korper

> Pyramide und Wurfel

Aufgabe: Ein zusammengesetzter Kérper besteht aus einer quadratischen Pyramide und einem
Wairfel. Die Grundflache der Pyramide ist eine Flache des Wiirfels, die Wirfelflachen sind jeweils
81 cm? groB. Das Diagonaldreieck des zusammengesetzten Kdrpers wird u.a. begrenzt durch die
Kérperhéhe h und der Strecke x zwischen der Ecke der Wirfelgrundflache und der Pyramidenspit-
ze. Der Winkel im Diagonaldreieck betragt a = 69,5°. Berechne das Volumen und den Oberfla-
cheninhalt des zusammengesetzten Korpers.
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Lésung: |. Auch innerhalb der Kérperberechnung spielen ebene rechtwinklige Dreiecke eine wich-
tige Rolle. In einem rechtwinkligen Dreieck AABC mit den Seiten a, b, ¢ und den Winkeln a, B, y
bei y = 90° heiBen a und b Katheten, ¢ Hypotenuse. Die Kathete, die gegenliber einem Winkel a
oder B liegt, heiBt Gegenkathete (bei Winkel a Seite a, bei Winkel B Seite b), die Kathete, die an
einem Winkel a oder B liegt, heiBt Ankathete (bei Winkel a Seite b, bei Winkel B Seite a). Dann
gelten der Satz des Pythagoras:

c>=a’>+b> = c=+a’+b* (Hypotenuse)
a’=c*-b* = a=+c*-b* (Kathete)
b*=c*-a* =>b=+c’—a’ (Kathete)
und die trigonometrischen Beziehungen (Sinus, Kosinus, Tangens):
a_ Gegenkathe te b _ Ankathete _ Gegenkathe te

simng=—=——"———,c0s0 =—=—, tana =4 S Zesenrdineie (Winkel a)
¢ Hypotenuse ¢ Hypotenuse b Ankathete
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h
b _ Gegenkathe te a _ Ankathete tan B = b _ Gegenkathe te (Winkel )

sin B = ,cosf=—=———— tan
¢ Hypotenuse ¢ Hypotenuse a Ankathete
. . 1
sina =cos B, cosa =sin 3, tana = , tan 8 = i
tan 3 tan @

Mit den Dreieckswinkeln a, 8 und y = 90° gelten noch die Beziehungen:
a+B=90°a=90°-B,=90°-a.
Mit den Seiten a, b, ¢ des Dreiecks errechnet sich dessen Umfang:

u=a+b+ec.
Mit den Katheten a, b ermittelt sich der Flacheninhalt der Dreiecksflache:
1
=—ab.
2

Wegen tan 8 = b = b=atan B bzw. tana = % = a = btan a gelten noch die Flachenformeln:
a
1 1.
=—atanff, A=—b tana .
2 2

Il. Ein Wrfel ist ein Quader mit gleichen Kantenldngen a. Daraus ergeben sich der Oberflachenin-
halt O, das Volumen V sowie die Seiten- bzw. Raumdiagonale d und e.

a
Wiirfel, Kanten, Seiten-, Raumdiagonale

In einem Warfel gelten dann die folgenden Beziehungen:

Wiirfel

Grund-/Deckflache G=a? a=AG
.. u

Wiirfelumfang u=4a a= Z
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Oberflache 0 =64a> a=

Mantelflache M =44> a=

Seitendiagonale d=a\2 a=

Raumdiagonale e= aﬁ e=

\E
6
M

4

\%

Volumen V=Glh=ad G=— a:W
da

V2

a

V3

lll. Eine Pyramide mit quadratischer Grundflache ist durch die Seitenldnge a des Quadrats und
durch die Pyramidenhéhe h bestimmt, weiter durch die Seitenhéhe hg, die Kantenlange s, die
Oberflache O, die Mantelflache M, die Grundflache G und das Volumen V.

a

Quadratische Pyramide, rechtwinklige Dreiecke in Pyramide

In einer regelmé&Bigen guadratischen Pyramide gelten dann die folgenden Beziehungen:

Quadratische Pyramide

Grundflache, ) A~
Grundkante G=a a=+G
Grundflachen- _i
diagonale d=a2 a= 2

Michael Buhimann, Mathematikaufgaben > Geometrie/Kérperberechnung > Zusammengesetzte Kérper 3



2
Seitenhahe h=h>+ 2 W=n-| < 2| =h2-n
‘ 2 2 2 ‘
2 2 2
Seitenkante 52 :hf + & hf =2 - a a4 — 2 _hsz
‘ 2 ‘ 2 2
2 2 2
Pyramiden- 2 _ 12 d 2 2 d d _ 2 2
: sT=h"+| — h™=s"—| — —| =s"—h
héhe (2j 2 2
M
Mantelflache M =2ah, = M a=_—
2a Zhv
O=G+M =a’+2ah, =a(a+2h,)
Oberflache G=0-M M=0-G
_ 2
h, -0-a a=—-h +\h>+0
‘ 2a
Volumen V:lGﬂl:lazh a= /3—‘/ h=3—‘§
3 3 h a
Winkel zwischen . h a
Kante s und Grund- sin@ =— cosq =— tana = —
kante a s 2s a
Winkel zwischen ) h 2h
Seitenhohe hs und sin f=— cosff=— tan B ==
Grundflache G h, 2h, a
Winkel zwischen ) h d 2h
Kante s und Grund- sin y =— cosy=— tan )y =—
flache G s 2s d

IV. Aus der Grundflache G = 81 cm? der quadratischen Pyramide ergibt sich die Grundkante:

a:\/8_:9 cm,

die gleichzeitig die Warfelkante ist.

V. Die halbe Grundfldchendiagonale d/2 und die Hohe h des zusammengesetzten Kérpers sind die
Katheten im rechtwinkligen Diagonaldreieck des Kérpers mit der Strecke x als Hypotenuse. In der

Wairfelgrundflache ist die Grundflachendiagonale:

d =92 =12,73 cm

groB3. Die Lange der halben Grundflachendiagonalen betragt damit:

4 636 cm.
2

VI. Auf Grund des Winkels a = 69,5° betragt die H6he h des zusammengesetzten Kérpers wegen:

h

tana = g = tan 69,5° = —6 = h =6,36 [1tan 69,5° =17 cm.

9

2

VII. Es ergibt sich dann wegen der Hohe des Wiirfels als Wirfelkante a = 9 cm:

h=a+hp=>hp=h—-a=17-9=8cm.
Die Pyramidenhdhe betragt also: hp = 8 cm.

VIIl. Das Volumen Vg des zusammengesetzten Korpers setzt sich aus dem Wirfelvolumen
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: 1
Vy = a® und dem Pyramidenvolumen V, = gazhi, zusammen:

Vges = Vw + Vp.
Mit der Kante a = 9 cm und der Pyramidenhdhe hp = 8 cm errechnen sich:
Vi = 98 =729 cm®
v, =la2hP =log=_216 cm®,
3 3
so dass das Gesamtvolumen:
Vges = 729 + 216 = 945 cm®
betragt.

IX. Die Oberflache O4s des zusammengesetzten Kérpers errechnet sich gemas:

mit M,, =4a’ als Mantelflache des Wiirfels (als Prisma) und M , = 2ah, als Mantelflache der

quadratischen Pyramide. Die Grundflache betragt nach Aufgabenstellung G = 81 cm?, die Wiirfel-
mantelflache ist:

M, =409° =324 cm?.

Wegen der Pyramidenseitenhéhe hg mit:
2
h? =h +(§j =>h? =8%+4,5> =8425=>h_=./84,25 =918 cm

ist die Pyramidenmantelflache:

M, =20909,18 =165,24 cm®.

Die Oberflache des zusammengesetzten Kérpers ist somit:
Oges = G + My + Mp = 81 + 324 + 165,24 = 570,24 = 570,2 cm”.
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