Michael Buhimann

Mathematik-Aufgabenpool
> Analysis
> Ableitungen lli

Einleitung: Exponentialfunktionen (zur Basis e; e als Eulersche Zahl) f: R -> R besitzen den Funktionsterm und die Ab-
leitung:

f(x)=e® => f'(x)=ae™,
fur trigonometrische Sinus- und Kosinusfunktionen gilt:
f(x)=sin(ax) => f'(x)=acos(ax)
f(x) =cos(ax) => f'(x)=—asin(ax)

(a reell). Insgesamt gelten die Ableitungsregein:
(f(x) + ¢)’ = f'(x) (additive Konstante)
[c-f(x)] = c-f'(x) (konstanter Faktor)
(f x)+ggx))’ =f(x) + g’(x) (Summenregel)
(x")" = nx™" (Potenzregel fir natirliche/reelle n)
(eax)‘ - aeax! (eax+b)‘ - aeax+b
(sin(ax))’ = acos(ax), (sin(ax+b))* = acos(ax+b)
(cos(ax))’ = -asin(ax), (cos(ax+b))‘ = -asin(ax+b))
f“(x) = (f(x))* (2. Ableitung)
f“(x) = (f“(x))* (3. Ableitung)
(a, b. ¢ reell). Die Ableitungen kénnen mathematisch unter verschiedenen Fragestellungen betrachtet werden: Ablei-
tung/Steigung an einer bestimmten Stelle xo, in einem bestimmten Punkt P(xo|f(xo)); Ermittlung von Stellen bzw. Funkii-
onspunkten mit bestimmter Steigung, waagerechte Tangenten; Bestimmung von Tangenten und Normalen; héhere Ab-
leitungen.

Aufgabe 1: Bilde die 1. Ableitung der Exponential- oder trigonometrischen Funktion f(x).

a) f(x)=2e" -3 b) f(x)=%e4x

c) f(x)=-5sin(x) d) f(x)=cos(x)—1

e) f(x)=sin(3x)+2 f) f(x)=—4 Ecos(% X)

g) f(x) :%cos(3x) —%sin(Zx) h) f(x)=e* —e™

) f(x) :ie_o’” +e’ ) f(x)= —%sin(—3x)+ﬂ

k) f(x)= %e‘“ +sin(x) +11 ) f(x)= %cos(Zx) —cos(x) -9
m) f(x)=5¢ +3¢* +1 n) f(x) = 2sin(/x) —3cos(§x)

Vorgehensweise: Es ist jeweils die Ableitung nach den Ableitungsregeln zu berechnen.

Lésungen: a) f(x) = 2e*; b) f(x) = 2e* c) f'(x) = -5cos(x); d) f'(x) = -sin(x); e) f(x) = 3cos(3x); f) f‘(x} = 2sin(0,5x);
g) f(x) = -2sin(3x)-5cos(2x); h) f(x) = 3e*+5e™; i) f(x) = € *¥98; j) f(x) = 12c0s(-3x)/5; k) f(x) = -& *+cos(x);
) £(x) = -sin(2x)+sin(x); m) f(x) = -5e™*+3e*; n) f'(x) = 2mcos(Tx)+1,5msin(TTx/2).
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Aufgabe 2: Berechne die Steigung der Funktion f(x) an der Stelle x.

2) J)=e" %00 b) () = =sin(x), %=

o) f(x)=2c08(x), %o = § d) f(x) =€ +5in(2x) =2, % =0
e) f(x)=1,5sin(7x) =2, xo = 3 f f(x) :—3sin(§x)+2, Xo = 1
g) £(x) =3 =1, % = 2In(5) h) f(x) = _%e_m 30, xo o -1

Vorgehensweise: Es ist jeweils die Ableitung nach den Ableitungsregeln zu berechnen. In den Term der Ableitung wird
fir x der Wert von xg eingesetzt und die Steigung berechnet.

Lésungen: a) f'(x) = €* -> f(0) = 1; b) f(x) = -cos(x) -> f'(11/2) = 0; ¢) f(x) = -2sin(x) -> f'(-11/2) = 2;

=0;¢) f(x)
d) fi(x) = 2% +2c0s(2x) -> f(0) = 4; e) f'(x) = 1,5mcos(mx) -> f(3) = -1.5;
f) f(x) = -1,5mcos(x/2) -> f(1) = 0; g) f(x) = 1,5e>* -> f(2In(5)) = 15; h) f(x) = 2™ -> f(-1) = 2e°.
Aufgabe 3: Bilde die 1. Ableitung der Funktion f(x).
a) f(x)=e" +x -3 b) f(x)=-cos(x)+x
c) f(x)= 3¢ d) f(x)=2sin(x+3)-1
3 2x 2 5x 1 3 5 4 3 -2x
X)=—e ' ——e +—x +1 f X)=—x ——e

e) f(x) 1 5 3 ) f(x) 5 1
g) f(x)=5cos(3x—-2)+4 h) f(x)=e*" +cos(2x —1) +sin(2x +1)
i) f(x) =§e_3x +ex’ —e’x i) f(x)= —%sin(Sx)—2x—3

-X : 1 2x-5 4 2
k) f(x)=—e " +msin(2x) + x ) f(x)=ge -x"+2x

-2x + 3x
m) f(x) = % n) f(x)=04 Bin(gx) + 7%’

Vorgehensweise: Es ist jeweils die Ableitung nach den Ableitungsregeln zu berechnen.

Losungen: a) f'(x) = €* + 2x; b) f(x) = sin(x)+1; ¢) f(x) = 156™; d) f(x) = 2cos(x+3); e) f(x) = 1,567-2e¥+x%;
f) f(x) = 10x%/3+1,5e%; g) f(x) = -15sin(3x-2); h) f'(x) = -2e>*"-2sin(2x-1 )+2c08(2x+1)
i) f(x) = -2 *+2ex-€%; j) f(x) = -2,5008(5%)-2; k) f(x) = e™+2mcos(2x)+1; 1) f'(x) = 0,4e
m) 1(x) = 0,46 240,66 -> f'(x) = -0,8e 2+1,86™, n) F(x) = 0,2TMCOS(TTX/2)+21Tx.

)

“5.4x3+4x;

Aufgabe 4: Berechne die Steigung der Funktion f(x) im Punkt P(x|f(xo)).

a) f(x)=5e> -3, P02 b) f(x) =-3cos(7x) +2, P(0,5[f(0,5))
) f(x)= sin(gx) —-e*, P(0|-1) d) f(x)=3e>"* +%x3 +x, P(2[f(2))
e) f(x)=x(x—5)—e", P(0|0) f) f(x)= sin(%x +4)+2x+3, P(-8[f(-8))
9) f(x)=e =3x+3e, P(-2[f(-2)) hy f(x)= —%e“x +cos(2x) + x, P(O|—i)

Vorgehensweise: Es ist jeweils die Ableitung nach den Ableitungsregeln zu berechnen. In den Term der Ableitung wird
fur x der Wert von xg eingesetzt und die Steigung berechnet.

Losungen: a) f(x) = 10e® -> f(0) = 10; b) f'(x) = 3msin(Trx) -> £(0,5) = 31; ¢) f(x) = Tcos(TTX/4)/4-€* -> £(0) = T/4-1;
d) f(x) = -6e 7 45x°+1-> (2) = 15; €) f(X) = x*-5x-2€* -> f(x) = 2x-5-2e" -> f(0)
f) £(x) = 0,5c0s(0,5x+4)+2 -> f(-8) = 2,5; g) f(x) = 3e¥-3-> f(-2) = 3e%-3; h) f(x)

_7,
-5e™-2sin(2x)+1 -> f(0) = -4.
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Aufgabe 5: Bestimme die Stellen x,, an denen die Exponentialfunktion f(x) die Steigung m besitzt.

) f(x)=4e" -4 m=6 b) f(x)=5¢"+3x—-7, m=-2
c) f(x)=-0,5¢+x, m=4 d) f(x)=e" +2¢ m=0
e) f(x)=%el_2x—4x+5,m=-5,5 f) f(x):%ezx—7ex+13x,m=3

Vorgehensweise: Es ist jeweils die Ableitung nach den Ableitungsregeln zu berechnen. Der Term der Ableitung wird
gleich der vorgegebenen Steigung gesetzt (f'(x) = m), die entstandene Gleichung nach x (= xo) umgeformt.

Lésungen: a) f(x) = 6" =6 e =1 15x=0 & x=0;b) f(x) =-5e*+3=-2 & 5e =5 e =1 x=0 &
x=0; ¢) f(x) = & =40 e¥=36 2x= In(3) & x =-0,5In(3); d) f(x) = 0,5e>-e0% = 0 & 0,5¢"% = e** &
0,5e" =1 e =2 & x=In(2); e) F(x) = -1,5€ 4_55<:-'>15e . 15<:>e12*_1<$12x 0 1=2x®x=0,5;
f)f(x) = 76" +13 =3 © ¥-7"+10=0® e*=2,e* =5 & x = ()x_In(5)

Aufgabe 6: Bestimme die Stellen xq€[0; 211], an denen die trigonometrische Funktion f(x) die Stei-
gung m besitzt.

a) f(x)=-2sin(x),m=2 b) f(x)=cos(2x), m=-2
) f(x)=4cos(x)—5x,m=-1 d) f(x)=-3sin(7/w)+4,5, m=0
e) f(x) Zisin(Zx) +3, m=1 f) f(x) :%cos(%x) +%+2, m=-05

Vorgehensweise: Es ist jeweils die Ableitung nach den Ableitungsregeln zu berechnen. Der Term der Ableitung wird
gleich der vorgegebenen Steigung gesetzt (f(x) = m), die entstandene Gleichung nach x (= xo) umgeformt.

Lésungen: a) f'(x) = -2cox(x) = 2 < cos(x) = -1 <& x=; b) f'(x) = -2sin(2x) = -2 & sin(2x) = 1 & 2x = T/2, 2x = 511/2 &

x = T/4, x = 511/4; ¢) f(x) = -4sin(x)-5 = -1 & -4sin(x) = 4 & sin(x) = -1 < x = 31/2; d) f/(x) = -3mcos(mx) = 0 <

cos(mx) = 0 < 1x = /2, Ix = 31/2, TIX = 51/2, X = 71/2, X = 9M/2, x = 111M/2 & x = 0,5, x = 1,5, x = 2,5, x = 3,5,

x =45, x=5,5; ) f(x) = 0,5c0s(2x) = 1 < cos(2x) = 2 -> keine Ldsung; f) f(x) = -0,75sin(0,5x)+0,25 = -0,5 &
-0,75sin(0,5x) = -0,75 <~ sin(0,5x) = -1 & 0,5x = 31/2 < x = 31 -> keine Ldsung.

Aufgabe 7: Bestimme die Punkte P(X,|f(Xo)), in denen die Exponentialfunktion f(x) waagerechte
Tangenten besitzt.

a) f(x)=e™ —4x+1 b) f(x)=-2e>" +6e"
c) f(x)=2e" +e +4 d) f(x)=2e""" —x+3

Vorgehensweise: Es ist jeweils die Ableitung nach den Ableitungsregeln zu berechnen. Der Term der Ableitung wird
gleich der vorgegebenen Steigung (hier 0) gesetzt (f(x) = 0), die entstandene Gleichung nach x (= xo) umgeformt. Der
Wert x wird dann in die Funktion f(x) eingesetzt und der Funktionspunkt P auf diese Weise ermittelt.

Losungen: a) f'(x) = 264 =0 © 26* =4 & e® =2 & 2x = In(2) & x =In(2)/2 = In(\2) -> f(In(2)/2) = 3-4In(2) ->
P(In(2)/2|3-4In(2)); b) f(x) = -4eZX+Ge =0®-4e"+6 =0 © 6 =4e* © e =15 x=1In(1,5) -> f(In(1,5)) = 4,5 ->
P(In(1,5)|4): ¢) f(x) = 26262 2 0 © 26922 0 @ 26% = 2 & &% = 1 & 3x=0%¢x=0->f0)=7->P(0]7);

d) f(x) =e*31 =0 O3 4 & 0,5x43 = 0 & 05x= 3 & x = -6 > f(-6) = 11 -> P(-6|11).

Aufgabe 8: Bestimme mit xq€[0; 21] die Punkte P(xo|f(Xo)), in denen die trigonometrische Funktion
f(x) waagerechte Tangenten besitzt.

a) f(x)=3sin(x) -4 b) f(x) = x+cos(x)
) f(x)= cos(gx) +1 d) f(x)= ——sm(2x) +6x—8

Vorgehensweise: Es ist jeweils die Ableitung nach den Ableitungsregeln zu berechnen. Der Term der Ableitung wird
gleich der vorgegebenen Steigung (hier 0) gesetzt (f(x) = 0), die entstandene Gleichung nach x (= xo) umgeformt. Der
Wert x wird dann in die Funktion f(x) eingesetzt und der Funktionspunkt P auf diese Weise ermittelt.

Lésungen: a) f'(x) = 3cos(x) = 0 ¢ cos(x) = 0 & x = /2, X = 31/2 -> {(11/2) = -1, {(31/2) = -7 -> P1(11/2]-1), P2(311/2]-7);
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b) f(x) = 1-sin(x) =0 < 1 =sin(x) & x = T/2 -> f(11/2) = W/2 -> P(11/2| 11/2); ¢) f'(x) = -msin(1x/3)/3 = 0 < sin(Mx/3) = 0 &
mx/3=0,mx/3=m,mx/3=2T & x=0,x=3,x=6->f(0) =2, f(3) =0, {(6) = 2 -> P1(0]2), P2(3]|0), P3(6|2);
d) f(x) = -0,5c0s(2x)+6 = 0 & 6 = 0,5c0s(2x) <> 12 = cos(2x) -> keine Ldsung.

Aufgabe 9: Berechne zur Funktion f(x) an der Stelle x, die Gleichung der Tangente.

a) f(x)=ie4x—3,xo=0 b) f(x)ZZCos(gx)—l,x0=1
c) f(x)=sin(%x)—%x,xo=n d) f(x)=—%6_3x+x2,xo=0
e) f(x)=e™ ™ —e"? x=2 f) f(x)=2sin(7x) —3cos(7x) , X, = -1

Vorgehensweise: Es ist jeweils die Ableitung nach den Ableitungsregeln zu berechnen. Der Term der Ableitung wird
gleich der vorgegebenen Steigung gesetzt (f(x) = m), die entstandene Gleichung nach x (= xo) umgeformt. Mit der Be-
rechnung von f(xo) und f(xo) (Funktionswert und Steigung an der Stelle xo) ergibt sich als (Geraden-) Gleichung der Tan-
gente an die Funktion f(x) an der Stelle xo: t: y = f(Xo)(x-X0)+f(X0)-

Lésungen:
a) f(0) = -2,75, f(x) =™ > f(0) = 1 -> b) f(1) = -1, f(x) = -Tsin(rx/2) -> (1) = -7 ->
try =1(x-0)-2,75 = x-2,75 : try = -m(x-1)-1 = -Tix+T7-1

c) f(m) = -m/4, f(x) = 0,5co0s(0,5x)-0,25 -> (1) = -0.25 -> d) f(0) = -0,1, f(x) = 0,3e ¥+2x -> f(0) = 0,3 ->
try =-0,25(x-m)-1m/4 = -0.25x+1 t:y =0,3(x-0)-0,1 = 0,3x-0,1
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e)f(2) =0, f(x) = 26**e** > f(2) =1 -> f) f(-1) = 3, f(x) = 2mcos(1Tx)+3msin(1x) -> f(-1) = -2 ->
tty=1(x-2)+0 = x-2 7 tiy = -2m(x+1)+3 = -21x-21+3

Aufgabe 10: Berechne zur ganz rationalen Funktion f(x) an der Stelle x, die Gleichung der Norma-
len.

a) f(x)=e" —x—2,%x=2 b) f(x)=sin(x)—x>, % =0
1 1 n s, 1 5,
c) f(x)ZEcos(Zx)+§x,xo=-E d) f(x):§€5 5 2403, % =0

Vorgehensweise: Es ist jeweils die Ableitung nach den Ableitungsregeln zu berechnen. Der Term der Ableitung wird
gleich der vorgegebenen Steigung gesetzt (f(x) = m), die entstandene Gleichung nach x (= Xo) umgeformt. Mit der Be-
rechnung von f(xo) und f(xo) (Funktionswert und Steigung an der Stelle xo) ergibt sich als (Geraden-) Gleichung der
Normale senkrecht zur Funktion f(x) an der Stelle xo: n: y = (-1/f'(X0))- (X-Xo0)+f(Xo).

Lésungen:
a) f(2) = 3,39, f(x) = -1 -> f(2) = 6,39 -> b) f(0) = 0, f'(x) = cos(x)-2x -> f'(0) = 1 ->
try = (-1/3,39)-(x-2)+6,39 = -0,157x+3,7 try = (-1/1)-(x-0)+0 = -x
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¢) f(-T1/2) = -0,5-11/6, f'(x) = -sin(2x)+1/3 -> f(-11/2) = 1/3 ->  d) f(0) = 0, F'(x) = e¥+e® -> F(0) = 2 ->
tiy = (-1/(1/3)): (x+T/2)-0,5-T/6 = -3x-511/3-0,5 ty = (-1/2)-(x-0)+0 = -0,5x

Aufgabe 11: Bilde die 1., 2., 3. Ableitung der Funktion f(x).

) f(x)=e* —x° b) f(x)=2e" +e™
¢) f(x)=27¢* —3sin(x) d) f(x)=5c0s(2x) +3x’

) f(x)=sin(7/®) - 2717 f) f(x) =§cos(2x) +6—345in(4x)

) f(x):3e—5x +5€3x+x5_4x2+x_7 h) f(X):§63x+4 _%6—2):—1 _i
) f(x) ==sin(5x —1) = cos(2 = 3x) ) f(x)= %e““ +x° = 2sin(-x)

71
COS(*X) -2x
— 4 _¢ _ :f 2 _ _é 2,5(x-3)

k) S (x) 3 1 +7m-e ) f(x) SX Txmge

Vorgehensweise: Es ist jeweils die (1.) Ableitung nach den Ableitungsregeln zu berechnen, von da aus auf dieselbe
Weise die 2. und 3. Ableitung.

Lésungen: a) f(x) = 26232, f(x) = 466X, F(x) = 8e%.6;

b) f(x) = 2e*-2e™, f(x) = 2e*+4e™, f*“(x) = 2*- 8e %

¢) F(x) = 9e"3-3c0s(x), (x) = 36“*+3sin(x), f(x) = eX/3+Scos( X);

d) f'(x) = -10sin(2x)+6x, f*“(x )= -20cos(2x)+6, fg ) = 40sin(2x);

e) f(x) = mcos(1x), f“(x) = -1r sin(Trx) f“(x) = -1r°cos(1x);

f) f(x) = -53|n(2x)/4+3cos(4x)/16 f“(x) = -5cos(2x)/2-3sin(4x)/4, f“*(x) = 5sin( 2x3 -3cos( 4x)
(x) =
(x
X)

g) f -156+15e*+5x*-8x+1,4, (x) = 75€ **+45e¥+20x>-8, f*/(x) = -375e **+135e¥+60x%;
) f ) 263x+4 +e 2x+1, f“( ) 6eSx+4 26 x+1! f(“(x) - 1863x+4+4e-2x+1;
i) F(x) = -5cos(5x-1)-3sin(2-3x), F(x) = 25sin(5x-1)+9sin(2-3x) , /() = 125c0s(5x-1)-27c0s(2-3X);
i) f(x) = 0,56 +x*+2sin(x) -> f(x) = -2 *+3x%+2c0s(x), f*(x) = 86 *+6x- -2sin(x), (x) = -326+6-2c0s(X);
K) f(x) = cos(Tix/4)/3-e2/4+T1-e -> f(x) = TISin(mo4)/12+e /2, =T Zcos(TTx/4)/48-e2*, f(x) = Tr°sin(Tx/4)/192+2e ™%
) F(x) =

) (x) = 8x/5-1-156*°*%/4, #(x) = 8/5-75 e2°*3/8, {*(x) = -375 €*°*¥/16.
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