Michael Buhimann

Mathematik-Aufgabenpool
> Grundaufgaben zur Analysis Il

Einleitung: Die Analysis ist die Lehre von den reellen Funktionen und kreist daher um Gleichungen, die Differential- und
Integralrechnung, Funktionsuntersuchungen, Bestimmungsaufgaben sowie grafisches Ab- und Aufleiten.

Funktionen

Funktionen sind Abbildungen f: D; -> R von reellen Zahlen in reelle Zahlen, d.h.: sie ordnen vermdge einer
Zuordnung x -> f(x) = y (Funktionsterm) jedem reellen x des (maximalen) Definitionsbereichs D; genau ein
reelles y des Wertebereichs W; zu. Funktionen kdnnen vervielfacht, addiert, subtrahiert, multipliziert, divi-
diert, potenziert, verknlpft werden, d.h. es gilt: r-f(x), f(x)+g(x), f(x)-g(x), f(x)-g(x), f(x)/g(x), f(x)g(x) und g(f(x))
sind regulare Funktionsterme. Funktionen erscheinen in der Analysis als ganz und gebrochen rationale
Funktionen, Exponential- und trigonometrische Funktionen.

Gerade: y =mx +c

Allgemeine Parabel: f(x) = ax® +bx+c

n-1

Ganz rationale Funktionen: f(x)=a, x" +a, x"" +..+tax+a,

n n-1
a,x ta,,x  t..tax+ta,

m m-1
b,x" +b, _x"" +..+bx+b,

Gebrochen rationale Funktionen: f(x) =

Trigonometrische Funktionen: f(x)=alsin(b(x—c))+d, f(x)=alcos(b(x—c))+d

Natiirliche Exponentialfunktionen: f(x) =a 2" +d o.a.

Funktionen
Gleichungen
ax> +bx+c=0
az0,b=0 az0,c=0 az0,b#0,c#0 a=1,b=p,c=q
ax*+c¢=0 ax2+bx=0
2 - x(ax+b)=0 _
ax ¢ ( O|:|) h=0 ax’> +bx+c=0 x2+px+q—0
c x= ax =
xt === _—biVb2—4aC p p g
a x=00ax=-b X, = x,=—=x || £] -¢
2a ’ 2 2
- ¢ b
xX=x[—— x:ODx:—_
a a
Rein quadratische Glei- | Gemischt quadratische Gemischt quadratische Glei- | Gemischt quadratische Glei-
chung: Gleichung (Ausklammern): |chung (Mitternachtsformel): chung (p-g-Formel):
" . 2 Lésungen D=b2-4 Is Diskrimi- 2
0 Lsungen (bei —£<0), ac als Diskrimi D o
gen { a ) nante -> 0 Lésungen (bei D<0) | P = (2 —g als Diskriminante
1 Lésung (bei c=0), 1 Lésung (bei D=0) ‘ '
, Lo 2 Lésungen (bei D>0) -> 0 Losungen (bei D<0)
2 Lésungen (bei —=>0) 1 Lésung (bei D=0)
a 2 Lésungen (bei D>0)
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Quadratische Gleichung hat
die Form:

Quadratische Gleichung hat
die Form:

a(x—xl)2 =0

(bei 1 Lésung x =X, ),

ax(x—x,)=0
(bei 2 Lésungen x =0,
X a(x—x)(x-x,)=0

(bei2lsg. x =x,, x=x,)

Quadratische Gleichung hat die
Form:

(x=x,)>=0

(bei 1 Lésung x = X,),
(x—x)x—-x,)=0
(bei2Llsg. x=x,, x=x,)

Quadratische Gleichungen

o - 2
anX" + aniX '+ AnoX H ...+ aAX +aX+3y=0

Ausklammern (und Satz vom Nullprodukt):

ax"+...+bx" = 0 & x"(@x""+...4b) =0 & x=0, ax""+...+b =0

Substitution:

ax'+bx’+c=0 | Substitution: z=x"

az® + bz+c =0

_—b*Ab* —4ac

2, = | (Rucksubstitution)
' 2a
X =2,X =2 |V
= i\/ Zi, X = i\/ Zo (faIIs 21, Zo > O)

Polynomgleichungen

Einfache Exponentialgleichungen:

9
In| — [-¢
aeb><+c=d<:::> x:a—

Quadratische Exponentialgleichungen:

ae”™+be*+c=0 | Substitution: z=e*

az® + bz+c =0

:—bi\/b2 —4ac

215 Yy | (Rucksubstitution)
e'=2z1,€"=2 [ InQ)
X = In(z4), X = In(z) (falls z4, zo > 0)

Exponentialgleichungen

Einfache trigonometrische Gleichungen:

sin(bx) =r

cos(bx)=r

r=-1: x=31/2b usw. r=-1:x=1/b usw.
r = 0: x=0, x=11/b, x=211/b USW.

r=1: x=1/2b usw.

r =1: x=0, x=211/b usw.

r = 0: x=11/2b, x=311/2b usw.

b#0,0<x<2m

Quadratische trigonometrische Gleichungen:

asinx+ bsinx+ ¢ =0 | Substitution: z=sinx

lacos®x+ bcosx+ ¢ = 0 | Substitution: z=cosx

az” + bz+c =0

-b+b* -4ac

2a

215 = | (Ricksubstitution)

sinx = z4, sinx = z, |

COSX = 7y, COSX = Z

Osx<2m

Trigonometrische Gleichungen

Integralgleichungen:

jf(r)dt =r = [F®O] =r =« FX)=F(a)=r = .. = x = (Ldsung[en])

Differentiation, Integration

Integralgleichungen

Ableitungsregein (Funktionen u(x), v(x)):

(u(x) + v(x))' =u'(x) +v'(x) (Summenregel)

Aufleitungsregeln (Funktionen u(x), v(x)):

I(u(x) +v(x))dx = Iu(x)dx + Iv(x)dx (Summenr.)
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(u(x) + r)v =u'(x) (additive Konstante)
(ku(x))' =ku'(x) (multiplikative Konstante)

(u(x)v(x))' =u'(x)v(x) +u(x)v'(x) (Produktregel)

(uuf]:uwxwuo—mxwxm
v(x) (v(x))?
(u(v(x))) =u'(v(x)) 3'(x) (Kettenregel)

(x" ) = nx"" (Potenzregel)
((ax+b)") =ndax+b)"" (Potenzregel)
(sm x) =cos x (Sinusfunktion)

(cos x) —sin x (Kosinusfunktion)

(e ) Exponent|alfunkt|on)

(

—

n x) (Naturlicher Logarithmus)

(sm(ax + b)) = acos(ax + b) (Sinusfunktion)

(cos(ax + b)) =—asin(ax + b) (Kosinusfunktion)

e ) = ae™"" (Exponentialfunktion)

(reelle Konstanten a, b, k, n, r)

(Quotientenregel)

I(ku(x))dx = kju(x)dx (multiplikative Konstante)

j (' (x) (X)) dx = u(x) B(x) - j u(x) 3'(x)dx (Pro-
duktregel)

j U)W (x)dx = j u(v(x))dv(x) (Substitutionsre-
gel)

Ix”dx :L "1 (Potenzregel, n#-1)
n+l

J‘l dx = 1n|x| (Potenzregel)
X

J.(ax +b)'dx = 1 Ell— (ax +b)™" (Potenzregel)
n+l a

I ! dx = 1 In|ax +b| (Potenzregel)
ax+b a

Isin xdx = —cos x (Sinusfunktion)
J.cos xdx =sin x (Kosinusfunktion)

J.e"dx =e¢" (Exponentialfunktion)
. 1 . .
Ism(ax + b)dx = ——cos(ax + b) (Sinusfunktion)
a
J.cos(ax +b)dx = lsin(ax +b) (Kosinusfunktion)
a

I e“Pdx = 1 e™*” (Exponentialfunktion)
a

Regeln der Differentiation und Integration

Moglichkeit 1

Mdglichkeit 2

Funktion f(x), Stelle xq

Funktion f(x), Stelle xg

1. Ableitung f*(x)

1. Ableitung f*(x)

Funktionswert f(xg),

Ansatz:y=mx +c

Steigung f(Xo) als Tangentenformel
Einsetzen in Tangentenformel Steigung m = f(Xq)
Tangente: y-Achsen-Abschnitt

tty= f'(xo)(x_xo)"'f(xo)

Cc= f(Xo) — MXg

Tangentengleichung

Moglichkeit 1

Moglichkeit 2

Funktion f(x), Stelle xq

Funktion f(x), Stelle xg

1. Ableitung f*(x)

1. Ableitung f*(x)

Funktionswert f(xo),
Steigung f(xo)

Ansatz:y=mx +c
als Normalenformel

Einsetzen in Normalenformel

Steigung m = -
f'(xq)

Normale:

oy = =)+ f(x,)

I (xp)

y-Achsen-Abschnitt
Cc= f(Xo) — MXp

Normalengleichung
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Vorgehensweise:

Funktion f(x) -> Integrationsregeln -> F(x) als eine Stammfunktion von f(x) mit. F'(x) = f(x)

Vorgehensweise:

Zu einer Funktion f(x) ist die Menge der Stammfunktionen F(x) eine Schar paralleler Kurven, die sich durch
eine Integrationskonstante C voneinander unterscheiden. Einer speziellen Stammfunktion F(x) durch einen
Punkt P(xo|yo) entspricht eine Integrationskonstante C, bestimmbar Uber F(xo) = yo und mit Fy(x) als schon
errechneter Stammfunktion zu f(x), so dass C = y;—Fo(Xo) und F(x) = Fo(x) + C gilt.

Stammfunktion

b
[ fodx=[F)], = Fb) - F(a)

Vorgehensweise:

Bestimmung einer Stammfunktion F(x) zu f(x)

Einsetzen der oberen und der unteren Grenze b und a in die Stammfunktion

Stammfunktionswert der oberen Grenze minus Stammfunktionswert der unteren Grenze bilden

Bestimmtes Integral

Vorgehensweise:

Bestimmung der Nullstellen einer Funktion f(x): f(x) = 0 (auf einem Intervall [a; b]). (Intervallgrenzen und)
Nullstellen sind: x4, Xo, Xs, ...

Bestimmung einer Stammfunktion F(x) zu f(x)

Errechnung der bestimmten Integrale als Teilflachen:

+ A :‘J.f(x)dx:[F(x)];Z, + A, =“[f(x)dx =[F] -

Aufaddieren der Teilflachen zur Geéamtfléohe: A=A +A+...

Flache zwischen Funktion und x-Achse

Vorgehensweise:

Bestimmung der Schnittstellen zweier Funktionen f(x) und g(x): f(x) = g(x) (auf einem Intervall [a; b]). (Inter-
vallgrenzen und) Schnittstellen sind: x4, Xp, X3, ... (n Schnittstellen, n-1 Flachen)

Bestimmung einer Stammfunktion H(x) zu h(x) = f(x) — g(x) (Differenzfunktion h(x) vereinfachen)

Errechnung der bestimmten Integrale als Teilflachen:

+A = j h(x)dx =[H@)]*» + A, = j h(x)dx=[H )] » -

Aufaddieren der Teilflachen zur Gensamtfléiche: A=A +A+ ...

Flache zwischen zwei Funktionen

Funktionsuntersuchungen

Differenzierbare Funktion: f: Ds -> R mit Funktionsterm y = f(x), Dy als maximale Definitionsmenge (als R [bei
ganz rationalen Funktionen, trigonometrischen Funktionen, Exponentialfunktionen] bzw. chne Nenner-
nullstellen bei Bruchtermen [von gebrochen rationalen Funktionen] bzw. ohne Stellen mit negativen Radi-
kanden [bei Quadratwurzeln] usw.)

I. Ableitungen: f‘(x), f*(x), f“'(x)

Il. Nullstellen (Gleichung f(x) = 0 I6sen):
f(x) = 0 -> X4, Xo, ... -> N(x1]0), N(x2]0), ...

[ll. Hochpunkte, Tiefpunkte (Gleichung f'(x) = 0 I6sen, Ldsungen in f“(x) einsetzen):
a) f'(x) =0 -> x4, Xo, ...
b) f(x1) < 0 -> H(x4[f(x1)) oder f*(x1) > 0 -> T(x1]f(X1)); f*(X2) < 0 -> H(xo|f(x2)) oder f“(x2) > 0 -> T(Xo|f(Xx2)); ...

[lla. Punkte mit waagerechter Tangente (Gleichung f'(x) = 0 I16sen):
f'(x) = 0 -> X4, Xp, ... -> P1(X4[f(x4)), Pa(x2[f(x2)), ...

IV. Wendepunkte (Gleichung f“(x) = 0 Idsen, Losungen in f*(x) einsetzen):
a) f'(x) =0 -> x4, Xo, ...
b) (x1) # 0 -> W(x4[f(x1)); f*'(x2) # 0 -> W(Xa[f(x2)); ...

IVa. Sattelpunkte xq liegen vor, wenn (nach lll. und 1V.) gilt:
f(xo) = 0, *(Xo) = 0, f*(Xo) # 0 -> S(Xqlf(Xo))

V. Polstellen/senkrechte Asymptoten, Licken:

a) Definitionsmenge D; -> Randstellen der Definitionsmenge D; => Definitionsliicken x4, X2, X3 ...

b) X->X1, X>X1: f(X) -> +°0, X->Xq, X<X1: f(X) -> -0 oder: X->Xq, X>X;: f(X) -> -, X->X;, X<X;q: f(X) -> +* => x; Pol-
stelle mit Vorzeichenwechsel

C) X->X2, X>X2:! f(X) -> +%0, X->Xo, X<Xo:! f(X) -> + 0der: X->Xa, X>Xa: f(X) -> -0, X->Xp, X<Xz: f(X) -> - => X, Pol-
stelle ohne Vorzeichenwechsel

d) x->X3: f(x) -> r => X3 (stetig fortsetzbare, hebbare) (Definitions-) Licke mit Lickenwert r
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VI. Monotonie (steigende [wachsende], fallende Monotonie [nach lIl.]; bei abwechselnden Hoch- und Tief-
punkten x4, Xo, ..., X, Mit X; < X2 < ... < X, Xp als Stelle im jeweiligen Monotonieintervall):

— Monotonieintervall (-, x4): f(xX) monoton steigend (x; als Hochpunkt, f'(xo)>0) oder monoton fallend (x; als
Tiefpunkt, f'(x0)<0);

— Monotonieintervall (x4, X2): f(x) monoton fallend (x; als Hochpunkt, x, als Tiefpunkt, vorheriges Intervall mit
steigender Monotonie, f(xg)<0) oder monoton steigend (x; als Tiefpunkt, x, als Hochpunkt, vorheriges
Intervall mit fallender Monotonie f(xq)>0); ...

— Monotonieintervall (x,, «): f(x) monoton fallend (x, als Hochpunkt, vorheriges Intervall mit steigender Mono-
tonie f'(xg)<0) oder monoton steigend (x, als Tiefpunkt, vorheriges Intervall mit fallender Monotonie,
f(x0)>0)

Im Fall der Existenz von Polstellen sind diese als Grenzen der Monotonieintervalle mit einzubeziehen.

VII. Krimmung (Links-, Rechtskriimmung, Konvexitat, Konkavitat [nach [IV.]; bei Wendepunkten x4, X, ..., Xn
mit X4 < X < ... < Xp, Xp als Stelle im jeweiligen Krimmungsintervall):

— Krimmungsintervall (-, x;): f(x) links gekrimmt (bei Tiefpunkt im Intervall, f“(xo)>0) oder rechts gekrimmt
(bei Hochpunkt im Intervall, f“(xq)<0);

— Krimmungsintervall (xq, x2): f(x) rechts gekrimmt (bei Hochpunkt im Intervall, vorheriges Intervall mit
Linkskrimmung, f“(x¢)<0) oder links gekrimmt (bei Tiefpunkt im Intervall, vorheriges Intervall mit Rechts-
krimmung, f“(x0)>0); ...

— Krimmungsintervall (x,, «): f(x) rechts gekrimmt (bei Hochpunkt im Intervall, vorheriges Intervall mit
Linkskrimmung, f“(x0)<0) oder links gekrimmt (bei Tiefpunkt im Intervall, vorheriges Intervall mit Rechts-
krimmung, f*(x0)>0)

Im Fall der Existenz von Polstellen sind diese als Grenzen der Krimmungsintervalle mit einzubeziehen.

VIII. Symmetrie:

a) Achsensymmetrie zur y-Achse: f(-x) = f(x) (gerade)

b) Punktsymmetrie zum Ursprung: f(-x) = -f(x) (ungerade)

¢) Vielfache und Summe von zur y-Achse achsensymmetrischen Funktionen bzw. von zum Ursprung punkt-
symmetrischen Funktionen sind zur y-Achse achsensymmetrisch bzw. zum Ursprung punktsymmetrisch.

d) Ganz rationale Funktionen, die nur Potenzen mit geraden Exponenten enthalten, sind zur y-Achse ach-
sensymmetrisch. Ganz rationale Funktionen, die nur Potenzen mit ungeraden Exponenten enthalten, sind
zum Ursprung punktsymmetrisch.

d) Produkte und Quotienten von zur y-Achse achsensymmetrischen Funktionen bzw. von zum Ursprung
punktsymmetrischen Funktionen sind zur y-Achse achsensymmetrisch. Ist in einem Produkt der eine Faktor
zur y-Achse achsensymmetrisch, der andere zum Ursprung punktsymmetrisch, dann ist das Produkt zum
Ursprung punktsymmetrisch; Entsprechendes ergibt sich fiir einen Quotienten aus einer Zahler- und Nenner-
funktion.

e) Es gilt fir die Ableitungen einer Funktion f(x): f(x) achsensymmetrisch -> f'(x) punkisymmetrisch -> f*(x)
achsensymmetrisch usw.; f(x) punktsymmetrisch -> f/(x) achsensymmetrisch -> f“(x) punktsymmetrisch usw.
f) Nicht konstante Funktionen, die zur y-Achse achsensymmetrisch sind, besitzen auf der y-Achse einen
Extrempunkt, falls dort definiert.

IX. Verhalten fir betragsméBig groBe x (X->, x->-c0):
a) f(x) als ganz rationale Funktion (n als Grad der ganz rationalen Funktion):

an>0 nungerade n gerade an<0 nungerade n gerade
X->00 f(x) -> f(x) -> 0 X->00 f(x) -> -0 f(x) -> -o0
X->-00  f(X) -> -00 f(x) -> 0 X->-00  f(X) -> o0 f(x) -> -o0

b) f(x) als gebrochen rationale Funktion (n als Grad der ganz rationalen Funktion im Z&hler, m als Grad der
ganz rationalen Funktion im Nenner):

X->x0:f(x)->0=y (n<m)
X ->x2:f(x)->ab =y (n = m; a, b Koeffizienten der héchsten Potenz im Zahler bzw. Nenner)
X -> o0 f(X) -> £ (n>m)

mit y als waagerechter Asymptote.
¢) f(x) mit natlrlicher Exponentialfunktion als Anteil:
X->-00: " -> 0, X->+%: €° -> 40
x->-%0: f(x) = a€”*° + d -> = (b<0), -> d = y (b>0); X-> +=: f(X) = ae”™*° + d -> d = y (b<0), -> += (b>0)
X->-%0: f(X) = (apX"+...)e™ -> = (b<0), -> 0 = y (b>0); X-> +: f(X) = (aX"+...)€” -> 0 = y (b<0), -> += (b>0)
mit y als waagerechter Asymptote.

Funktionsuntersuchung von Funktionen (allgemein)

Funktion: f(x)=a lsin(b(x —¢)) +d (a = Amplitude, b = Streckung entlang x-Achse, ¢ = Verschiebung ent-
lang x-Achse, d = Verschiebung entlang y-Achse)

I. Nullstellen (Gleichung f(x) = 0 I16sen):
f(x) = 0 -> X4, Xo, ... -=> N(x1]0), N(x2]0), ...
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II. Hochpunkte, Tiefpunkte:
Periode p = 211/b -> ..., T(c+p/4|d+a), H(c+3p/4|d—a), ... (a<0); ..., H(c+p/4|d+a), T(c+3p/4|d—a), ... (a>0)

lll. Wendepunkte:
Periode p = 21/b -> ..., W(c|d), W(c+p/2]d), W(c+p|d), ...

Funktion: f(x) =alcos(b(x—c))+d (a=Amplitude, b = Streckung entlang x-Achse, ¢ = Verschiebung ent-
lang x-Achse, d = Verschiebung entlang y-Achse = Mittellinie)

I. Nullstellen (Gleichung f(x) = 0 I16sen):
f(x) = 0 -> X4, Xg, ... -=> N(x1]0), N(x2]0), ...

II. Hochpunkte, Tiefpunkte:

Periode p = 21/b -> ..., T(c|d+a), H(c+p/2|d—a), ... (a<0); ..., H(c|d+a), T(c+p/2|d—a), ... (a>0)

[ll. Wendepunkte:

Periode p = 21/b -> ..., W(c+p/4|d), W(c+3p/4|d), ...

Bestimmungsaufgaben

Funktionsuntersuchung

von trigonometrischen Funktionen

Funktion: y = mx + ¢ (m als Steigung, ¢ als y-Achsen-Abschnitt)

Punkt P(x4]y4), Steigung m

Punkte P(x4|y4),

Q(xaly2)

Punktsteigungsform: AR m
X=X

Zweipunkteform: Y~ Y1 —

Yo ™M
X=x, X,—X

Umstellen zu: y =m(x —x,) +y,

Umstellen zu: y = Y

Lyl(x—xl)+yl
Xy T X

Steigung: m =

Yo ™V

Xy T X

Ursprungsgerade y = mx (durch den Ursprung): y = Lx mit: m =

Vi
X X

Bestimmungsaufgabe fiir Geraden

Funktion 2. Grades

Funktion 3. Grades

Funktion 4. Grades

f(x)=ax* +bx+c
f'(x)=2ax+b

Funktion und Ableitungen:
f(x)=ax’ +bx* +cx+d
£'(x)=3ax* +2bx +c
f"(x) =6ax +2b

f(x)=ax* +bx’ +cx” +dx+e
f'(x) =4ax’ +3bx* +2cx+d
£"(x)=12ax* + 6bx + 2c

3 Unbekannte a, b, c->
3 Funktionseigenschaften ->
3 Gleichungen

4 Unbekannte a, b, ¢, d ->
4 Funktionseigenschaften ->
4 Gleichungen

5 Unbekannte a, b, ¢, d, e ->
5 Funktionseigenschaften ->
5 Gleichungen

f(x1)=ax12 +bx, +c=y,
f'(x,)=2ax, +b=y,

Lineare Gleichungen vom Typ:
Sf(x) :axf +bx12 tex, +d =y,
f'(x,)=3ax; +2bx, +c=1y,
[ (x;)=6ax, +2b =y,

flr bestimmte x- und y-Werte

f(x)=ax! +bx +cx] +dx +e=y,
f'(x,) =dax, +3bx] +2cx, +d =y,
f(xy) :1201x32 +6bx, +2c =y,

Funktion 2. Grades
(Symmetrie zur y-Achse)

(f(-x) = f(x))

Funktion 3. Grades
(Symmetrie zum Ursprung)

(f(-x) = -f(x))

Funktion 4. Grades
(Symmetrie zur y-Achse)

(f(-x) =(x))

f(x)=ax*+c
f'(x)=2ax

f(x)=ax’ +cx
f'(x)=3ax’> +c
f"(x) =6ax

f(x)=ax* +cx* +e
f'(x) =4ax’ +2cx
f"(x)=12ax* +2¢

2 Unbekannte a, c->
2 Funktionseigenschaften ->
2 Gleichungen

2 Unbekannte a, ¢ ->
2 Funktionseigenschaften ->
2 Gleichungen

3 Unbekannte a, c, e ->
3 Funktionseigenschaften ->
3 Gleichungen
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Lineare Gleichungen vom Typ:

f(xl)=ax12+c=y1 f(xl)=axl3+cxl=y1 f(x1)=axl4+cxf te=y,
f'(x,)=2ax, =y, f'()cz)=3axzz+c=y2 f'(x2)=4ax§ +2cx, =y,
f(x;) =6ax;, =y, " (xy) =12ax; +2c =Yy,
flr bestimmte x- und y-Werte
Funktion 2. Grades Funktion 3. Grades Funktion 4. Grades
Funktion 2. Grades Funktion 3. Grades Funktion 4. Grades
(Symmetrie zur y-Achse) (Symmetrie zum Ursprung) (Symmetrie zur y-Achse)

(f(-x) = f(x)) (f(-x) = -f(x)) (f(-x) =f(x))

Aufstellen des linearen Gleichungssystems:
Gleichungen mit Unbekannten a, b, ... bzw. a, ¢, ... gemafi den Funktionseigenschaften:

Punkt P(x1]y+): f(x1) = y1

Nullstelle xo bzw. N(x|0): f(xo) =0

Ursprung O(0]0) als Funktionspunkt: f(0) = 0

y-Achsenabschnittspunkt S,(0yo):  f(0) = yo

Schnittstelle x; mit Funktion g(x):  f(x1) = g(x4)

Steigung m in x4: f(xy) =m

BerUhrpunkt x; mit der x-Achse: f(xq) =0, f(x) =0

Ursprung O(0|0) als BerUhrpunkt:  f(0) =0, f(0) =0

Tangente y = mx+c in x;: f(x4) = y(x1) = mxy+c, f'(x1) =m

Normale y = mx+c in x;: f(x4) = y(x1) = mxy+c, f'(x1) =-1/m
BerUhrpunkt x; mit Funktion g(x):  f(xq) = g(x4), f'(X1) = 9‘(x1)

Hoch-/Tiefpunkt xg: fi(xg) =0

Hoch-/Tiefpunkt H/T (xg|ye): f(Xg) = Y, fi(xg) =0

Krimmung K in x4: f“(x4) =k

Wendepunkt xy: f“(xw) =0

Wendepunkt W (xw|yw): f(Xxw) = yw, f“(xw) =0

Wendetangente y = mx+c in Xy: f(xw) = y(xw) = mxw+c, f'(xw) = m, f“(xw) =0
Wendenormale y = mx+c in xy: f(xw) = y(xW) = me+c, f'(xw) = -1/m, f“(xw) = 0
Sattelpunkt xs: fi(xg) = 0, f“(xs)

Sattelpunkt S(xslys):: f(xs) = s, f(Xs) = 0 f(xg) =0

Funktion 2. Grades Funktion 3. Grades Funktion 4. Grades

Lésen des linearen Gleichungssystems (etwa mit dem Gauf3-Algorithmus) -> Errechnung der Unbekannten
a,b,..—>

Funktion 2. Grades Funktion 3. Grades Funktion 4. Grades
(Symmetrie zur y-Achse) (Symmetrie zum Ursprung) (Symmetrie zur y-Achse)

(f(-x) = f(x) (f(-x) = -f(x)) (f(-x) = f(x))

Lésen des linearen Gleichungssystems (etwa mit dem Gauf3-Algorithmus) -> Errechnung der Unbekannten
a,C, ...>

Funktion 2. Grades Funktion 3. Grades Funktion 4. Grades

Aufstellen der Funktionsgleichung:
f(x)=ax* +bx+c |f(x)=ax3+bx2+cx+d ‘f(x)=ax4+bx3+cx2+dx+e
Funktion 2. Grades Funktion 3. Grades Funktion 4. Grades
(Symmetrie zur y-Achse) (Symmetrie zum Ursprung) (Symmetrie zur y-Achse)

(f(-x) = f(x)) (f(-x) = -(x)) (f(-x) = f(x))

Aufstellen der Funktionsgleichung:
f(x)=ax’>+c |f(x)=ax3+cx ‘f(x)=ax4+cx2+e

Bestimmungsaufgabe fiir ganz rationale (symmetrische) Funktionen (2.-4. Grades)

Ganz rationale Funktion f(x) vom Grad n

Vorgegebene Nullstellen x4, X», ... Xk der Funktion f(x) mit Vielfachheiten nq, ny, ... N, Ny+no+...4+Nn, = N:
N(x1]0), N(x2|0), ... N(x|0) ->

f)=alx=x)"(x=x,)" .. .(x=—x, )"

Vorgegebener Punkt P(Xg|yo):
f(xo) =yo->a

Aufstellen der Funktionsgleichung: f(x) = a(x—x,)" (x —x,)™..(x = x, )™

Bestimmungsaufgabe fiir ganz rationale Funktionen (2.-4. Grades, Produktdarstellung)
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Grafisches Ab- und Aufleiten

Bzgl. der Null-, Extrem- und Wendestellen so-
wie der Monotonie und Krimmung ergibt sich
der folgende Zusammenhang zwischen Funk-
tionen f(x), Ableitungen f'(x), f’(x) und Stamm-
funktionen F(x) und bei asymptotischem Ver-

halten: g:thmmt
Stammfunktion F(x) _ |Funktion f(x) menoton Fix)
Hochpunkt bei xg Nullstelle bei xg
VZW von + nach -
Tiefpunkt bei xg Nullstelle bei xg
VZW von - nach +
steigende Monotonie in x |f(x) =0 _ N=w=s
fallende Monotonie in x _ [f(x) <0 links
gekriimmt
Wendestelle bei xw Hoch-/Tiefpkt bei xw
Wendestelle als Sattel- |(doppelte) Nullstelle bei \/W rechts
punkt bei xw Xw gekrimmt
Hoch-/Tiefpkt bei xw T
Linkskrimmung in x steigende Monotonie in
X mono-
Rechtskrimmung in x fallende Monotonie in x ::lrl'end
X -> *oo: X -> *oo:
F(x)->ax+C f(x) ->a
X -> *oo: X -> *oo:
F(x)->C f(x) ->0
Funktion f(x) Ableitung f'(x)
Hochpunkt bei xg Nullstelle bei xg
VZW von + nach - positiv
Tiefpunkt bei xg Nullstelle bei xg
VZW von - nach +
steigende Monotonie in x [f{(x) = 0 monoton ~
fallende Monotonie in x  |f'(x) <0
Wendestelle bei xw Hoch-/Tiefpkt bei xw H
Wendestelle als Sattel- |(doppelte) Nullstelle bei /--\ w
punkt bei xw Xw N S~
Hoch-/Tiefpkt bei xw N=T
Linkskrimmung in x steigende Monotonie in rechts gekriimmt monoton
X, [f*(x) = 0] steigend
Rechtskrimmung in x fallende Monotonie in x,
[f*(x) < 0]
X -> 00 X -> 00 monoton links gekriimmt
f(x) ->ax+C fi(x) -> a steigend
X -> too; X -> too;
f(x) > C f(x)->0
Es gilt also im Allgemeinen beim Ableiten: Efga'
Wendestelle — Extremstelle — Nullstelle , 5
beim Aufleiten:
Nullistelle — Extremstelle — Wendestelle
oder die NEW-Regel: positiv
F(x) NEW
f(x) NEW fix)
f(x) NEW
Symmetrieeigenschaften (zur y-Achse, zum positiv
Ursprung) spielen auch eine Rolle:
a) Die Ableitung f(x) einer achsensymmetrischen ° N \_/N

Funktion f(x) ist punktsymmetrisch. b) Die Ableitung T
f(x) einer punktsymmetrischen Funktion f(x) ist ach-
sensymmetrisch. ¢) Flr eine punktsymmetrische
Funktion f(x) ist jede Stammfunktion F(x) achsen- H = Hochpunkt, N = Nullstelle, S = Sattelpunkt, T = Tiefpunkt, W = Wende-
symmetrisch. d) Fir eine achsen-symmetrische punkt

Funktion f(x) existiert eine punktsymmetrische

Stammfunktion mit F(0) = 0.

negativ

Michael Buhimann, Mathematik-Aufgabenpol > Grundaufgaben zur Analysis I 8



Aufgabe 1: Gegeben ist die Funktion f(x) mit:
f(x) :ix“ -2x* +5.

a) Welche Art von Symmetrie hat die Funktion f(x)?

b) Bestimme die Extrempunkte der Funktion f(x) als Tief- und Hochpunkte.
c) Wo ist die Funktion f(x) monoton fallend, wo monoton steigend?

d) Besitzt die Funktion f(x) Nullstellen?

Vorgehensweise: Symmetrie, Differentiation/Integration, Funktionsuntersuchung, Gleichungen.

Lésung: a) Gerade Hochzahlen -> Achsensymmetrie zur y-Achse; b) f(x) = X—4x = 0 -> Tiefpunkte T(-2|1), T(2[1),
Hochpunkt H(0|5); c) Tiefpunkte, Hochpunkt -> (-«; -2): f(x) monoton fallend, (-2; 0): f(x) monoton steigend, (0; 2): f(x)
monoton fallend, (2; +«): f(x) monoton steigend; d) f(x): +« -> +, Tiefpunkte mit f(+2) =1 > 0 -> f(x) > 0 -> keine Null-
stellen.

1]2

Aufgabe 2: Gegeben ist die Funktion f(x) mit:

2
X

=——+2.
() 5
a) Berechne die Tangente im Punkt P(1[f(1)) an die Funktion f(x).

b) Berechne den Flacheninhalt des Dreiecks, das die Tangente mit den Achsen des x-y-Koordina-
tensystems bildet.

c) Bestimme den prozentualen Anteil der Flache zwischen der Funktion f(x) und den nichtnegati-
ven Abschnitten der Achsen des x-y-Koordinatensystems an der Dreiecksflache.

Vorgehensweise: Differentiation/Integration, Tangentengleichung, Fldchenberechnung.

Lésung: a) Tangente t: y = -x+2,5; b) Tangente t -> 5,(0/2,5), N(2,5|0) -> Dreiecksflache Aa = 2,5-2,5/2 = 3,125 FE;
¢) Funktion f(x) -> S,(0|2), N(2|0) -> Flache A = of? f(x) dx = 8/3 FE; prozentualer Anteil: A/Ax = 8/3/3.125 = 64/75 = 0,853
= 85,3 %.

Aufgabe 3: Vorausgesetzt wird die Exponentialfunktion:
f(x)=2¢"" -6.

a) Bestimme die Tangente zur Funktion f(x) im Schnittpunkt P der Funktion mit der y-Achse. Unter
welchem Winkel schneidet die Funktion die Achse?

b) Gib die zur Funktion f(x) gehérende waagerechte Asymptote an. In welchem Punkt Q schneiden
sich Tangente und Asymptote?

c) Berechne den Inhalt der Flache zwischen Funktion f(x), Tangente und x-Achse.

Vorgehensweise: Differentiation/Integration, Tangentengleichung, Fldchenberechnung.
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Lésung: a) P(0|-4), Tangente t: y = -x—4, Winkel @ = 45°; b) waagerechte Asymptote y mit: x->+«: f(x) -> -6 = y; Schnitt-
punkt Q(2]-6); ¢) Funktion f(x): N(-In(9)|0), Tangente t: N(-4|0) -> Flache: A = 4-4/2 — |19 I f(x) dx| =8 - 5,183 = 2,817
FE.

314

Aufgabe 4: a) Gesucht ist eine ganz rationale Funktion 3. Grades, deren Kurve die x-Achse des
Koordinatensystems im Ursprung schneidet, durch den Punkt P(2|1) verlauft sowie den Tiefpunkt
T(3|0) besitzt. Berechne den Funktionsterm f(x).

b) Bestimme den Hoch- und Wendepunkt der Funktion f(x).
¢) Berechne den Inhalt der von Funktion f(x) und x-Achse eingeschlossenen Flache.
Vorgehensweise: Bestimmungsaufgaben, Funktionsuntersuchung, Schnittstellen- und Flachenberechnung.

Losung a) Nullstellen N(0|0) einfach, N(3|0) doppelt, P( | ) > f(x) = 0,5x(x-3)% = 0,5x°-3x%+4,5x; b) f(X) = 1,5x*-6x+4,5,
f*“(x) = 3x-6 -> Hochpunkt H(1|2), Wendepunkt W(2|1); =of° f(x) dx = 3,375 FE.

Aufgabe 5: Gegeben ist der nachstehend gezeichnete Graph einer Sinusfunktion f(x):
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a) Bestimme den Funktionsterm der Sinusfunktion f(x).

b) Wie entsteht die Funktion f(x) aus der Sinusfunktion y = sin(x)?

c) Gib alle Extrem- und Wendepunkte der Funktion f(x) im Intervall [0; 4] an.

d) Berechne die Nullstelle der Funktion f(x), die den kleinsten positiven x-Wert hat.
e) Berechne exakt die Tangente des auf der y-Achse liegenden Wendepunktes.
Vorgehensweise: Bestimmungsaufgaben, Funktionsuntersuchung, Gleichungen.

Lésung: a) Periode p = 4, Mittellinie d = -1, Amplitude a = 3 -> f(x) = 3-sin(TTx/2) — 1; b) y = sin(x) -> Stauchung entlang
der x-Achse -> y = sin(1rx/2) -> Streckung entlang der y-Achse -> y = 3-sin(mmx/2) -> Verschiebung um 1 LE nach unten
-> f(x); c) Funktion f(x) auf Intervall [0; 4] -> Hochpunkt H(1|2), Tiefpunkt T(3|-4), Wendepunkte W(0|-1), W(2|-1), W(4|-1);
d) f(x) = 0 -> N(0,21|0); e) W(0|-1), Tangente t: y = 1,5Tx — 1.

Aufgabe 6: a) Zeige, dass F(x) =(2x+5)e " eine Stammfunktion zu f(x) = —(2x +3)e " ist.

b) Bestimme zur Funktion f(x) = —(2x +3)e " die Stammfunktion, deren Graph durch den Punkt
P(0]8) verlauft.

c) Bestimme die Nullstelle, den Extrem- und den Wendepunkt der Funktion f(x) =—(2x+3)e ".

Vorgehensweise: Differentiation/Integration, Kurvendiskussion.

Lésung: a) F'(x) = f(x) nach der Produkt- und Kettenregel; b) Ansatz: F(x) = (2x+5)e™ + C mit F(0) =8 -> C =3 -> F(x) =
(2x+5)e™ + 3; ¢) Funktion f(x): Nullstelle N(-1,5|0), Tiefpunkt T(-0,5|-2ve), Wendepunkt W(0,5|-4/\e).

6|7

Aufgabe 7: a) Eine zur y-Achse des Koordinatensystems achsensymmetrische Parabel 2. Grades
schneidet die Achse bei y = 5 und verlauft durch den Punkt P(4|-3). Bestimme den Funktionsterm
der Parabel f(x).

b) Berechne die Schnittpunkte zwischen der Parabel f(x) und der Geraden y = 0,5x + 2.
c) Berechne den Inhalt der Flache zwischen den Funktionen f(x) undy.
Vorgehensweise: Bestimmungsaufgaben, Gleichungen, Flachenberechnung.

Lésung: a) H(0|5), P(4]-3), Ansatz: f(x) = ax + ¢ > f(x) = -0,5x%+5; b) Gleichung: f(x) = y -> x=-3, x=2 -> Schnittpunkte
S1(-3]0,5), S2(213); ) Flache: A = f? (f(x)-y) dx = 125/12 FE.

Aufgabe 8: Lose die Gleichungen:
a)x'—6x*-27=0

b) (x*+2x=3)-(e¥**~1) = 0

c) sin®(x) — 3-sin(x) +2 = 0, 0<x<21
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d) jﬁdt:@
2 4

54
i

e) dt=2

—_——

Vorgehensweise: Gleichungen, Integration.
Lésung: Lésungsmenge L =: a) {-3, 3}; b) {-3, 2/3, 1}; ¢) {11/2}; d) {-5; 5}; e) {2}.

Aufgabe 9: Bilde die 1. Ableitungen f'(x) von f(x):

1
2x? 4

b) f(x) =%(7 ~ 4x)’

a) f(x)=

) f(x)=(x*+3)e™
d) £(x)=sin’(2x)

e) f(x) = cos(gx) — e 4 g2

f) Welche mathematische Regeln finden beim Ableiten Verwendung?
Vorgehensweise: Differentiation.

Losung: f(x) =: a) -7x >+1/\x/8; b) -8(7-4x)*/3; ¢) (-2x°+2x—6)e*; d) 6-sin’(2x); €) —Tr°sin(TTx/2)/2-2e>**%; f) Ableitungsre-
geln -> Regeln mit additiver, multiplikativer Konstante, Summen-, Produkt-, Kettenregel, Regeln flir Potenzen, Sinus,
Kosinus, natirliche Exponentialfunktion.

Aufgabe 10: Bestimme eine Stammfunktion F(x) zu f(x):

8) f(x) =22’ —=+5
3 b

b) f(x)= %e-“ ‘4

¢) f(x)= 2sin(§ -1

d) f(x)=1x+1)°
e) Bewerte die Aussage: ,Zwei verschiedene Stammfunktionen haben nie dieselbe Ableitung.”
Vorgehensweise: Integration.

Losung: F(x) =: a) x*/12+1/x+5x; b) —e ®/6+4x; c) -8cos(Trx/4)/m—x; d) (11x+1)*/44; e) Gegenbeispiel: F1(x) = x*/3,
Fa(x) = X°/3 + 6 -> F1(x) = F2'(x) = f(x) = x* -> Aussage ist falsch.

Aufgabe 11: a) Gegeben ist die Funktion f(x) =%x3 —%x“. Ermittle die Nullstellen, Extrem- und

Wendepunkte der Funktion. Skizziere den Graphen von f(x).

b) Welche Aussagen lassen sich bzgl. der Nullstellen, Extrem- und Wendepunkte der Ableitungs-
funktion f‘(x) treffen? Skizziere den Graphen von f(x).

c) Welche Aussagen lassen sich bzgl. der Nullstellen, Extrem- und Wendepunkte der Stammfunk-
tion treffen? Skizziere den Graphen von F(x).

Vorgehensweise: Funktionsuntersuchung, NEW-Regel.

Lésung: a) Funktion f(x): f'(x) = 1,5%X°-0,5x°, f“(x) = 3x—1 5%, f*“/(x) = 3-3x -> Nullstellen N(0|0), N(4|0), Hochpunkt
H(3|3,375), Wendepunkt W(2|2), Sattelpunkt S(0]0); b) Funktion f(x): Nullstellen N(0]0), N(3|0), Tiefpunkt T(0|0), Hoch-
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punkt H(2]2), Wendepunkt W(1]1); ¢) Funktion F(x) = x*/8-x%/40: [Nullstellen N(0]0), N(5/0)], Tiefpunkt T(0]0), Hochpunkt
H(4|6,4), Wendepunkt W(3]4).

F(x)

f(x)

£(x)
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Aufgabe 12: Die Abbildung zeigt die Funktion f(x) auf dem Intervall [-5; 5].

Begrinde, welche der folgenden Aussagen wabhr, falsch oder unentscheidbar sind.

a) Die Stammfunktion F(x) ist symmetrisch zur y-Achse des Koordinatensystems.
b) Der Graph der Stammfunktion F(x) besitzt vier Nullstellen.

c¢) Die Stammfunktion F(x) verfugt Gber zwei Tiefpunkte.
)

d jf(x)dx =0.

0
e) jf'(x)dx =-3.
-2
f) Der Graph der 1. Ableitung f‘(x) hat an der Stelle x = 0 einen Hochpunkt.
g) Der Graph der 2. Ableitung f*“(x) ist symmetrisch zum Ursprung des Koordinatensystems.
Vorgehensweise: Grafisches Ab- und Aufleiten u.a. nach der NEW-Regel und unter Berlcksichtigung der Symmetrie.

Lésung: a) richtig, b) unentscheidbar, c) falsch; d) richtig; e) richtig; f) falsch; g) richtig.

Aufgabe 13: Welche mathematischen Aussagen sind flr gentigend oft differenzierbare Funktionen
f(x) wahr, welche falsch? Begriinde:

a) Ganz rationale Funktionen f(x) vom Grad 4 haben vier Nullstellen.

b) Ganz rationale Funktionen f(x) ungeraden Grades haben mindestens eine Nullstelle.

¢) An den Nullstellen einer Funktion f(x) besitzt die Stammfunktion F(x) Extrempunkte.

d) Fir jede Funktion f(x) sind Hoch-, Sattel- oder Tiefpunkte Punkte mit waagerechten Tangenten.
e) Eine steigende negative Ableitung f‘(x) bedeutet, dass die Funktion f(x) streng monoton fallend

st.
f) Die Wendetangente schneidet die Funktion f(x) immer.

g) Zur y-Achse symmetrische, nicht konstante Funktionen f(x) besitzen auf der y-Achse, falls dort
definiert, immer einen Extrempunkt.

h) Die Ableitungsfunktion f‘(x) einer zum Ursprung punktsymmetrischen Funktion f(x) ist achsen-
symmetrisch zur y-Achse.

i) Die Stammfunktion F(x) einer zur y-Achse achsensymmetrischen Funktion f(x) ist zum Ursprung
punktsymmetrisch.
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Vorgehensweise: NEW-Regel, Symmetrie.

Lésung: a) falsch, b) richtig, c) falsch, d) richtig, e) richtig, f) richtig, g) falsch, h) richtig, i) falsch.

Aufgabe 14: a) Der Graph einer ganz rationalen Funktion f(x) 3. Grades hat das folgende Ausse-

hen (Abbildung: x-Werte: [-8; 8], y-Werte: [-8; 8]):

Ermittle unter Verwendung des Kurvenpunktes P(1|1) den Funktionsterm von f(x).

b) Die Funktion f (1) = %(ﬁ -8’ +12t) (siehe a)) beschreibt die Rate des Wasserzuflusses und

-abflusses in eine bzw. aus einer Zisterne (t: Monate, f(t): Kubikmeter; 0<t<7). Bestimme die Zeit-
raume, in denen Wasser in die bzw. aus der Zisterne flieBt. Zu welchen Zeitpunkten fliet am

meisten Wasser in die bzw. aus der Zisterne?

c) Die Zisterne ist ein quaderférmiger Hohlraum mit den InnenmafBen 4 Meter mal 3 Meter als
Grundflache und 5 Meter als Héhe. Zu Beginn betrage der Wasserstand in der Zisterne 2 Meter.
Ermittle die Stammfunktion F(t), 0<t<7, an, die das Wasservolumen in der Zisterne beschreibt. Auf
wie viel Kubikmeter Wasser sinkt der Bestand in der Zisterne ab? Bestimme den héchsten Was-
serstand im angegebenen Zeitraum; wie viel Prozent des Zisternenvolumens macht dann das

Wasservolumen aus?
Vorgehensweise: Bestimmungsaufgaben, Differentiation/Integration.

Lésung: a) N(0]0), N(2|0), N(6|0), P(1]1) -> f(x) = x(x—2)(x—6)/5;

b) Funktion f(t) = t(t-2)(t-6)/5: f(1)=0 -> [0; 2], [6; 7]: Wasserzufluss,
f(1)<0 -> [2; 6]: Wasserabfluss; Hochpunkt H(0,9|1,01), Tiefpunkt
T(4,43|-3é38); c) Rate: f(t) = 0,2t°~1,6t°+2,4t -> Bestand: F(t) =
0,05t*-8t%/15+1,2t?+24, minimaler Bestand: F(6) = 16,8 m°, maximaler
Bestand (globales Maximum): F(2) = 25,33 m” (F(0)=24, F(7)=19,92)
-> hoéchster Wasserstand: 2,11 m, Prozentsatz: 25,33/60 = 0,422 =
42,2%.

F(t)
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Aufgabe 15: a) Die Ausbreitungswelle einer Virusinfektion vom Typ C in einem Land D kann an-
hand des folgenden Graphen der Funktion f(z) =20te™>*, 0<t<10 (t: Monate, f(t): Tausend Neu-
infizierte) beschrieben werden:

Interpretiere den Verlauf der Infektionsrate. Achte auf Hoch- und Wendepunkt der Funktion.
b) Weise nach, dass F(t) = —(25¢ +31,25)e ™ * eine Stammfunktion von £ (¢) = 20te ™" ist.

c) Wie lautet die Stammfunktion der Infektionsrate f(t), die die (kumulierte) Gesamtanzahl der bis
zu einem bestimmten Zeitpunkt t Infizierten wiedergibt? Wie viel Personen insgesamt sind zum
Zeitpunktt = 2,t = 5, t = 8 infiziert worden? Wie viel Personen sind maximal von der Virusinfektion
betroffen?

d) Die Gesamteinwohnerzahl im Land D betrage 5 Millionen Personen. Die 7-Tage-Inzidenz | zum
Zeitpunkt t ist die auf 100000 Einwohner bezogene Zahl der Neuinfektionen innerhalb der sieben
dem Zeitpunkt vorangegangenen Tage (7 Tage entsprechen rund ein Viertel eines Monats). Be-
rechne die Werte der 7-Tage-Inzidenz zum Zeitpunkt, als die Virusausbreitung ihren Héchststand
hat, und zum Zeitpunkt t = 6.

e) Bei der Virusinfektion bleibt ein Infizierter vom Zeitpunkt seiner Ansteckung an fir andere Per-
sonen rund sieben Tage ansteckend. Der (hier also mit der Ansteckungszeit eines Infizierten kor-
respondierende) 7-Tage-Reproduktionswert R zum Zeitpunkt t ist das Verhéltnis der Zahl der vom
Zeitpunkt t weniger 7 Tage bis zum Zeitpunkt t Infizierten zur Zahl der vom Zeitpunkt t weniger 7
Tage weniger 14 Tage bis zum Zeitpunkt t weniger 7 Tage Infizierten. Betrachte den Reprodukti-
onswert flr die Zeitpunkte t = 1 und t = 4. Der Reproduktionswert gibt also an, wie viel Personen
sich im Durchschnitt durch eine schon infizierte Person mit dem Virus anstecken.

Vorgehensweise: Funktionsuntersuchung, Differentiation/Integration.

Lésung: a) Funktion f(t): Hochpunkt H(1,25|9,2) (9200 Personen) als Zeitpunkt des Hochststands der Virusausbreitung,
des Wechsels von Zunahme zu Abnahme der Infektionsrate, Wendepunkt W(2,5|6,8) (6800 Personen) als Zeitpunkt
starkster Abnahme der Infektionsrate; b) F'(t) = f(t) nach Produkt- und Kettenregel; ¢) Stammfunktion mit F(0) = 0 ->

F(t) = -(25t+31,25)e % + 31,25 -> F(2) = 14,846 (14846 Personen), F(5) = 28,388 (28388 Personen), F(8) = 30,866
(30866 Personen); maximale Personenanzahl: 31250; d) t=1,25: | = (F(1,25)-F(1))*1000/50 = 45,65, t=6: | =
(F(6)-F(5,75))*20 = 5,35; e) t=1: R = (F(1)-F(0,75))/(F(0,75)-F(0,5)) = 1,15, t=4: R = (F(4)-F(3,75))/(F(3,75)-F(3,5)) =
0,882, c) bis e) auch auf Grund von:

Wertetabelle:

t F(t) f(t) f'(t) Besondere Kurvenpunkte
0 0 0 20 || Nullstelle N(0|0) = Schnittpunkt S,(0]0) = Tiefpunkt T(0|0)
0.25 0.5476 4.09 13.1
0.5 1.9235 6.7 8.04
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0.75 || 3.8094 || 8.23]| 4.39|

|

1]] 5.9752| 8.99 || 1.8]| |
1.25| 8.2575 || 9.2|| 0 || Wendepunkt W(1.25(8.26) |
15| 10.5429 || 9.04|| 1.2 |
1.75|| 12.7552||  8.63] -1.97| |
2|| 14.8459 || 8.08 -2.42| |
2.25|| 16.7863 || 7.44|| -2.64 || |
25| 18.5623 || 6.77 || 2.71]| |
2.75|| 201697  6.09]| -2.66 || |
3| 21.6112]| 5.44 || -2.54|| |
3.25| 22.8942 || 4.83]| -2.38]| |
35| 240288  4.26] 219 |
3.75|| 25.0266 | | 3.73]| -1.99| |
4| 25.9| 3.26 || -1.79|| |
4.25|| 26.6612| 2.84|| 1.6]| |
45| 27.3222 | 2.46]| -1.42| |
4.75|| 27.8944 | 2,13 -1.25|| |
5]| 28.3882 || 1.83| 1.1 |
5.25|| 28.8132 | 1.57|| -0.96 || |
55| 29.1782| 1.35]| -0.83 || |
5.75|| 29.4909 | | 1.16]| -0.72|| |
6| 29.7584|  099]|]  -063] |
6.25|| 29.9866 | | 0.84|| -0.54 || |
6.5 30.1812| 0.72]| -0.46 | |
6.75 || 30.3467 || 0.61]| 0.4 |
7| 30.4873 || 0.52| -0.34 || |
7.25|| 30.6066 | | 0.44|| -0.29 || |
75| 30.7078 || 0.37|| -0.25|| |
7.75 | 307934 031 -0.21 || |
8|| 30.8658 | | 0.27|| -0.18|| |
8.25|| 30.9269 | | 0.22|| -0.15|| |
8.5|| 30.9785 || 0.19]| -0.13 ]| |
8.75|| 31.022| 0.16| -0.11 | |
9| 31.0587 || 0.13]| -0.09 || |
9.25|| 31.0895 || 0.11]| -0.08 || |
95| 31.1155|| 0.1 -0.07 | |
9.75|| 31.1373|| 0.08 || -0.06 || |
10| 31.1557 || 0.07 | -0.05 || |

f(1)|F(t)

Abkirzungen: FE = Flacheneinheit; LE = L&ngeneinheit; Lsg. = Losung(en); m = Meter; R = reelle Zahlen.
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