Michael Buhimann

Mathematik-Aufgabenpool
> Grundaufgaben zur Vektorrechnung |

Einleitung: Elemente der Vektorrechnung im dreldlmenswnalen reellen kartesischen Xi-X2-Xa- Koordlnatensystem sind
Punkte P(p1|pz|ps), Ortsvektoren p™ = OP™ = (ps p2 ps)', Differenzvektoren PQ =0Q~-OP~, Geraden g: x” =a~ + tu”
(PF, Stiitzvektor a~, reeller Parametert Rlchtungsvektoru ) Ebenen E: x” = b” + tv” + sw” (PF, Stiitzvektor b, reelle
Parameterr s, Rlchtungsvektoren v7,w?), E: n7(x7-p”) = 0 (NF, Normalenvektor n™), E: aX1+bX2+CX3—d (KF, Norma-
lenvektor n” = (a b c) ) Geraden und Ebenen sind Llnearkomblnatlonen aus Vektorvielfachen tp™ und Vektorsummen p’
“+q” mit Nullvektor 07 = (0 0 0 Gegenvektor P zu p~ oder Mitte 0,5(p”+q”). Vektoren haben Rlchtung und Lange,
der Betrag elnes Vektors ist: |p~ | (p17+p2"+p3”) ', der Elnheltsvektor berechnet sich als po” = p~/|p”|. Daneben sind fiir
Vektoren p~ = (p1 p2 ps)T und g~ = (g1 g2 q3)T das Skalarprodukt pP”-q” = p1g1+P202+P3qs, das Vektorprodukt (Kreuzpro-
dukt) p”xq~ = (P20s—Padz2 Padi—P1Gs P1d—P=q1)’ und das Spatprodukt (pxq”)-r” definiert.

Die Vektorrechnung kreist um die Konstruktion von Geraden und Ebenen, um die Lagebeziehungen zwischen Punkten,
Geraden und Ebenen (Schnittpunkte, Schnittgeraden, Schnittwinkel, Abstande), um Abbildungen (Verschiebungen von
Punkten, Geraden und Ebenen, Streckungen, Projektionen, Spiegelungen von Punkten, Geraden und Ebenen an Punk-
ten, Geraden und Ebenen u.a.).

Konstruktionen

Voraussetzung Konstruktion

Punkt A, Richtungsvektor u Stutzvektor _a :O_A Richtungsvektor u , Parameter t ->

Gerade: g: x—a+tu (PF)

Punkte A, B Stitzvektor _a = O_A Richtungsvektor ; = fTB Parameter t ->
Gerade: g: x —O;HIAB = a+t u (PF)

Gerade g1 _; = CZ+ SL_‘T (PF) Stitzvektor g = OA, Richtungsvektor ; = zz , Parameter t ->

Punkt AOg4 Gerade: g: NZOA+tu=a+tu (PF) als zu g4 parallele Gerade
durch den Punkt A (g || g4)

Gerade g1: _x> = ;+ SIZ (PF) Lotfquunkt F£g1 mit: A;«“D—; 0, Stutzvektor a —OA Richtungs-

Punkt Allg vektor u = AF , Parameter t -> Gerade: g: x= = OA+1 AF = a+tu
(PF) als zu g4 senkrechte Gerade durch den Punkt A (g 0 g4)

Geraden g: x = a>+tu> | h: _x = b+t; Mitte 0_5/1 :%(_a)+ _1;) -> Mittelparallele k: _x> = O_]:/I+t;,t> (PF)

*r) kllglih

Ebene E: _x> = _b>+ r_v>+s;; (PF) bzw. Stutzvektor _a> = O_Z Richtungsvektor ; = ; Parameter t ->

> o> > - > > -> -> ->

E: n(x=5)=0 (n =vxw) (NF) bzw. Gerade: g: x =OA+tn :_a>+t;1> (PF) als zu E senkrechte Gerade

> durch den Punkt A (g O E)
E: ax, +bx, +cx; =d (n=a b o) (KF),

Punkt A

Geradenkonstruktionen
Voraussetzung Konstruktion
Punkt A, Richtungsvektoren _v ;v Stitzvektor _a =0_A, Richtungsvektoren _u , _v Parameterr, s ->

Ebene: E: _x> =0_1>4+r_v>+s;; (PF)
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Punkte A(ai|az|as), B(b1|bz|bg),

-> ->

Stitzvektor a = O_A, Richtungsvektor _v = AB, w=AC , Parameter

C(cilczlcs) S L
r,s->Ebene: E: x =0A+r AB+s AC (PF);
aa, + fa, + ya, =1
Lineares Gleichungssystem: ab, + fb, + b, =1 | ->
ac, + fe, + )65 =1
Ebene: E: ax, +bx, +cx, =d (KF, mit O(0|0|0)CE)
Gerade g: _; = _a>+ s ; (PF) Stltzvektor _a> = 0_;1 Richtungsvektor _v> = fi;’ , Parameter t ->
Punkt PCg Ebene:E: x=a+su+tv (PF)

Gerade g: x =a+su (PF)
Punkt P

- => ->

Ebene: E: u(x—0P) =0 (NF) als zur Gerade g senkrechte Ebene
durch den Punkt P (E O g)

- ->

Gerade g1: x =a,+su (PF),

1
-> ->

Gerade gz: x =a,+tu, (PF),
Schnittpunkt S (g1 N g2 = {S}),

Punkte P(p1|p2lps), Q(q1]02]as)€01,
R(rq|rz|rs)eg2

Stitzvektor b = 0S, Richtungs-/Spannvektoren w s u,, Parameter

s,t->Ebene:E: x =b+su+tu
ap, + fp, +p; =1

LGS: aq, +ﬁq2 + 1y, =11 >
ar, + B, + )y, =1

Ebene: E: ax, +bx, +cx, =d (KF, mit O(0/0|0)CE)

(PF);

2

Gerade g4: x=a+ sz;1 (PF),
Gerade go: x =(,;z+tl/;2 (PF),
0111 92,91 Ng2 =1},

Punkte P(p+|p2|ps), Q(q1|d2lds)egs,
R(rilr2|rs)eg2

Stiitzvektor p = al Richtungs-/Spannvektoren _u> v = [;:— ;: , Pa-

rameter s, t -> Ebene: E: _x> =b+su+tv
ap, + fp, +p; =1
LGS: aq, +13612 +V]3 =1| >
ar, + fBr, + yy =1
Ebene: E: ax, +bx, +cx, =d (KF, mit O(0|0|0)CE)

E: ax, +bx, +cx; =d (KF)

Punkt P, Normalenvektor ; =(a b o)

- => ->

Ebene: F: n(x—0P) =0 (NF) als zur Ebene E parallele Ebene
durch den Punkt P (F || E)

E: ax, +bx, +cx; =d (KF)
Abstand D,

Normalenvektor n=(a b c)

->

n

->

Fi: ax, +bx, +cx, =d —|n|D ,Fy ax, +bx, +cx; =d +|n|D

als zur Ebene E parallele Ebenen im Abstand D (F || F2 || E)

Ebene: E: _x = 27+r_v+s_w (PF), bzw.

> o> —> - > >

E: n(x-b)=0 (n =vxw) (NF) bzw.

E: ax, +bx, +cx, =d (;;:(a b o) (KF),

Punkte A, B

->

Normalenvektor n , Parametert, u ->

Ebene: F: _x = O_A+tAB+u;1 als zur Ebene E senkrechte Ebene F
durch die Gerade g (F O E)

Ebene: E: x = b+rv+sw (PF), bzw.

vxw) (NF) bzw.

- => -> -

E: n(x-b)=0 (n>=

E: ax, +bx, +cx, =d (Z:(a b o) (KF),

- > ->

Gerade: g: x =a+tu (PF)

->
Normalenvektor n , Parametert, u ->
-> ->

Ebene: F: _x —a+tutu _n als zur Ebene E senkrechte Ebene F
durch die Gerade g (F O E)

Ebenenkonstruktionen
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- > -> -> - - = - > > ->->  ->->

E: x=bt+tru+sv (PF)-> n=vXw ->E: n(x-b)=0 (NF)->E: n x =n b -> E: axq+bxp+cxs = d (KF)

ax, +bx, +cx,; =d N % _% _%l

E: ax, +bx, +cx; =d (KF)->LGS: X, =7 >E: x= 0 +nq 1 |+g O |(PF)
X, = 0 0 1

- > > ->-> ->->

E: n(x—=b)=0 (NF)->E: n x =n b -> E: axy+bxo+cx; = d (KF)

E: ax, +bx, +cx; =d (;1=(a b o) (KF) -> E: #4 *bx, +ex, —d =0 (HNF)

Va® +b* +¢?

Ebene in Parameter-, Normalen-, Koordinatenform

Aufgabe 1: Bestimme die (Parameter-) Gleichung der Geraden durch die Punkte A(-1|2|5) und
B(3]-4/-4).

->

Vorgehensweise: Punkte A, B -> Gerade g: x = 0_A+ t A{B (PF).

) -1 4
Lésung: Gerade g: x =| 2 [+¢| —6|.
5 -9

Aufgabe 2: Bestimme die (Parameter-) Gleichung der Geraden h, die durch den Punkt P(8|-4|5)

-2 0
->
und parallel zur Geraden g: x =| 0 |+t —3 | verlauft.
15 7
Vorgehensweise: Punkt POg, Gerade g: _x = _a+t_u -> Gerade h: _x = 0_P+t_u || g (PF).
8 0
e
Lésung: Gerade h: x =| —4 [+1 =3 |.
5 7

Aufgabe 3: Bestimme die (Parameter-, Koordinaten-) Gleichung der Ebene E, auf der die Punkte
A(0]-2]-4), B(-2|5]0), C(1]0]4) liegen.
Vorgehensweise: Punkte A, B, C -> Ebene E: _x> = 0_j4+ rA>B+ sf;C (PF); Punkte A, B, C -> -> ; = /ﬁ?x /f -> Ebe-

- -> >

ne E: n(x—0A) =0 (NF) -> Ebene E: axi+bxa+cxs = d (KF).

0 -2 1
Losung:Ebene E: x =| =2 |+7| 7 |+5s| 2| (PF), E: 48x1+20x2—11x3 = 4 (KF).
-4 4 8

Aufgabe 4: Bestimme die (Koordinaten-) Gleichung der Ebene F, die den Ursprung des Koordina-

4 -2 5
tensystems enthalt und parallel zur Ebene E: x =| 3 |+r[ =3 |+s| O | verlauft.
-1 0 -2
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Vorgehensweise: Punkt POE, Ebene E: x =OB+ru+sv (PF)->EbeneF: x =OP+ru+sv ||[E(PF)-> n=uxv

-> Ebene F: n(x—0OP) =0 (NF) -> Ebene F: axj+bxa+cxs = d (KF).

-2 5
—>
Lésung: Ebene F: x =r| =3 [+s| O | (PF), F: 6x1—4x2+15x3 = 0 (KF).
0 -2

Aufgabe 5: Bestimme die (Parameter-) Gleichung der Geraden h, die durch den Punkt P(-4|7|2)
5 -1

lauft und die Gerade g: x =| 0 |+¢| 2 | senkrecht schneidet.
0 2

-> ->

Vorgehensweise: Punkt P, Gerade g: x = a+t_u -> LotfuBpunkt Feg zu P -> Gerade h: _x = O_F+t I;P 1 g (PF).
2 -6
->
Lésung: LotfuBpunkt F(2|6|6) (t=3) -> Gerade h: x =| 6 |+¢ 1
6 -4

Aufgabe 6: Bestimme die (Parameter-) Gleichung der Lotgeraden h durch den Punkt P(11[-4|12)
senkrecht zur Ebene E: 2x; — 13x, = 20.

- => -> -> ->

Vorgehensweise: Punkt P, Ebene E: n(x—OB) =0 (NF) -> Lotgerade h: x = 0P+t;1 1 E (PF).

2 11 2
> ->
Lésung: Normalenvektor der Ebene E: n =| —13 |; Gerade h: x =| —4 |+¢ —13|.
0 12 0

Aufgabe 7: Bestimme die (Parameter-) Gleichung der Ebene E, die senkrecht zu einer Geraden g
durch einen Punkt P verlauft. Dabei sind:

(2} (-6
9: x=|6|+4 1 [, P(7[1]-3).
6 4

> - - > >

Vorgehensweise: Punkt P, Gerade g: x = a+tu ->EbeneE: u(x—0OP)=0 Og (NF);

d, -b -G

N ANYARY/

Ebene E: ax, +bx, + cx; =d (KF)->EbeneE: x=| 0 [+ 1 |[+5 0 |(PF).
0 0 1

53 1 2

N ANPANFA

Losung: Ebene E: -6x1+x2+4x3 =-53 (KF),E: x =| O |+r] 1 |+s| O | (PF).
0 0 1
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Aufgabe 8: Bestimme die (Parameter-) Gleichung der Mittelparallelen k zu den parallelen Geraden

. 4 0 . 3 0
9: x=|=2|+rl 1 [undh: x =| =8 |+s —2|.
5 -2 -5 4

-> -> -> -> -> -> -> ->

Vorgehensweise: Geradeng: x =a+tu ||h: x = b+t u (PF)-> Mitte O_M = l (a+ b) -> Mittelparallele
2

-> -> ->

ki x =OM +tu (PF).

) 3,5 0
Losung: Mitte M(3,5|-5|0); Gerade k: x =| =5 [+1 1
0 -2
) 5 -4
Aufgabe 9: Bestimme aus der Geraden g: x =| =5 |+ 3 | und Punkt P(4|0|7) die (Koordina-
2 -2
ten-) Gleichung der Ebene E, die Gerade und Punkt enthalt.
Vorgehensweise: Punkt P(g, Gerade g: _x> = 0_;X+t;4> -> Ebene E: _x> :éj4+t;+s;P (PF) -> ; = _u>>< fi}’ ->
Ebene E: _n>(_x>— 0_54) =0 (NF) -> Ebene E: axi+bxo+cxs = d (KF).
) 5 -4 -1
Losung: Ebene E: x =| =5 [+¢# 3 |+u| 5 | (PF), E:-25x1-22x2+17x3 = 19 (KF).
2 -2 5
(3 2 . 8 2
Aufgabe 10: Bestimme aus den parallelen Geraden g: x =[5 |+r —1|und h: x=| -2 |+ -1
7 -2 1 -2

die (Koordinaten-) Gleichung der Ebene E, die die Geraden enthalt.

Vorgehensweise: Geraden g: _x = 0_A+t_u | h: _x = O_B+t_u -> Ebene E: x =OAt+tu+sAB (PF)-> n =uxAB ->

Ebene E: n(x—0A) =0 (NF) -> Ebene E: axi+bxa+cxs = d (KF).

3 2 5
Lésung: Ebene E: x =| 5 |+r| —1 |+s| =7 | (PF), E: 8x1-2x2+9x3 = 77 (KF).
7 -2 -6

Aufgabe 11: Wie heiB3t die (Parameter-) Gleichung der senkrecht zur Ebene E stehenden Ebene F
durch die Punkte A und B? Dabei sind:

E: 4x; + 2%z — 10x3 = 12, A(1]2]0), B(O[11]1).

-> -> ->

Vorgehensweise: Punkte A, B, Ebene E: n(x~0P) =0 (NF) -> Ebene F: x = OA+rAB+sn OE (PF).

4 1 -1 4
Losung: Normalenvekior der Ebene E: n =| 2 |;EbeneF: x =[2|+r| 9 |+s| 2 | (PF),
-10 0 1 -10

F: 46x1+3x2+19x3 = 52 (KF).
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Aufgabe 12: Wie hei3t die (Koordinaten-) Gleichung der senkrecht zur Ebene E stehenden Ebene
F durch die Gerade g? Dabei sind:

. 2 3
E:-2xy+7x3=21,9: x=| =1 |+ 0].
-4 0

Vorgehensweise: Punkte A, B, Ebene E: n(x—OP) =0 (NF) -> Ebene F: x =OAt+sAB+tn OE (PF).

Lésung: Normalenvektor der Ebene E: n =

Lagebeziehungen

-2 ) 2 3 -2
O |[;EbeneF: x = =1|+¢0|+s| O | (PF),E:x2o=-1(KF).
7 -4 0 7

Voraussetzung

Spurpunkte, Lage der Geraden

Punkte P(p1|pzlps), Q(q1]02/qs)

Abstand: d(P,Q) =

I;Q( - \/(ql - p1)2 +(q, _p2)2 +(q; P3)2

Lage Punkt — Punkt

Voraussetzung

Spurpunkte, Lage der Geraden

> -> ->

Geradeg: x =a+tu

X1 = 0-> a; +tug = 0->t= ty = -a1/u1 -> S1(O|a2+t1u2|a3+t1u3)
(Spurpunkt mit xo-x3-Ebene, falls u;#0; kein Spurpunkt, falls u;=0)
Xo = 0-> a +tup = 0->t= to= 'ag/Ug -> Sg(a1+t2u1|0|a3+t2u3)
(Spurpunkt mit x4-x3-Ebene, falls u,#0; kein Spurpunkt, falls u,=0)
X3 = 0-> az +tuz = 0->t= t3 = 'ag/Ug -> 83(a1+t3U1|ag+t3U2|0)
(Spurpunkt mit x4-xo-Ebene, falls usz#0; kein Spurpunkt, falls uz=0)

u; =0 -> g || xo-x3-Ebene
uz =0 -> g || xy-x3-Ebene
us =0 -> g || x-xo-Ebene
U =0,u3=0->g]|| x;-Achse
u; =0,u3=0->g]|| x>-Achse
u; =0,ux=0->g|| xs-Achse

Spurpunkte, Lage von Geraden

Voraussetzung

Spurpunkte, Lage der Ebene

Ebene E: ax, +bx, +cx; =d
az0, b#0, c#0

S1(d/al0]0) (Schnittpunkt mit der x4-Achse
0]d/b]0) (Schnittpunkt mit der x,-Achse

Ebene E: bx, +cx, =d
b#0, c#0

0]d/b]0) (Schnittpunkt mit der x,-Achse
0]0|d/c) (Schnittpunkt mit der x3-Achse
-> Ebene parallel zur x;-Achse

)
Saf ) ( )
S3(0]0|d/c) (Schnittpunkt mit der x3-Achse)
Saf ) ( )
Sa( )

Ebene E: ax, +cx; =d
az0, c£0

S1(d/al0]0) (Schnittpunkt mit der x4-Achse)
S3(0]0|d/c) (Schnittpunkt mit der x3-Achse)
-> Ebene parallel zur x,-Achse

Ebene E: ax, +bx, =d
a#0, b#0

S4(d/al0]0) (Schnittpunkt mit der x4-Achse)
S,(0]d/b]0) (Schnittpunkt mit der x,-Achse)
-> Ebene parallel zur x;-Achse

Ebene E: ax, =d
a#0

S1(d/al0]0) (Schnittpunkt mit der x4-Achse)
-> Ebene parallel zur x»- und x3-Achse
-> Ebene parallel zur xo-x5-Ebene

Ebene E: bx, =d
b#0

S,(0]d/b]0) (Schnittpunkt mit der x,-Achse)
-> Ebene parallel zur x4- und x3-Achse
-> Ebene parallel zur x4-x3-Ebene
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Ebene E: cx; =d

S3(0]0|d/c) (Schnittpunkt mit der x3-Achse)
-> Ebene parallel zur x;- und x,-Achse

c#0 -> Ebene parallel zur x4-xo-Ebene

Spurpunkte, Lage von Ebenen
Voraussetzung Lage, Abstand
Punkt P

->

Gerade: g: _x =_a+t u (PF)

a) Punktprobe: 0_}’ = _a>+t;,t> -> 1 Ldsung: Peg; keine Lésung: POg

b) Abstand (LotfuBpunktverfahren): Feg mit: PF[k =0,

d(P.g) = |PF

- => ->

c) Abstand (Hilfsebenenverfahren): Hilfsebene Ey: u(x— p) =0 mit

;: 0_}’ Schnittpunkt F von Hilfsebene Ey und Gerade g als Lot-
fuBpunkt (Einsetzen der Geradenkomponenten x4, X, X3 in die

Ebene -> t*) flr errechnetes t* mit O_F = a+itu , d(P,g) = I;F

/

e) Abstand (Abstandsfunktion): Fy(a;+tu|as+tus|as+tus) €g als ,lau-

->

ux(OP- a)

->

d) Abstand (Kreuzproduktformel): d(P,g) = u

fenden” Punkt -> Abstandsfunktion d(t) = ISE -> Minimum der

Abstandsfunktion (d‘(t)=0) bei t* -> LotfuBpunkt OF = a+% u ,

d(P.g) = d(t") = | PF

Lage Punkt — Gerade

Voraussetzung Lage, Abstand

Gerade g+: x =c_ll+s1;1 (PF) a) Gleichsetzen der Geradengleichungen: c_ll+s1;1 =c;2+t1;2 ->
- - -> unendlich viele Lésungen: g1 = g5, 1 Lésung: Schnittpunkt S mit

Gerade g2: x = a.+tu, (PF) gen-9: = g 9 P

g, N g, ={S}; keine Lésung: Geraden parallel oder windschief

b) Uberpriifung auf Parallelitat: u, =ku, ->1Loésung: gy || 92,
keine Lésung: g1, g2 windschief

¢) Abstand (bei parallelen Geraden): d(g+,92) = d(Az,g1) mit Punkt
Acegs, z.B. mit c_zz = 0_;12

d) Abstand (bei windschiefen Geraden, LotfuBpunktverfahren):
PLQL

e) Abstand (bei windschiefen Geraden, Hilfsebenenverfahren):

- ->

P.egy, Quege mit: P,Q, Lk, =0, P,Q, i, =0, d(g+,92) =

- => -

Normalenvektor n = I:tlxl;z , Hilfsebene Ey: n(x-a,)=0 (NF)

mit Ey || g2, d(g+,92) = d(Az, Ev) mit Agegy, z.B. mit a, = OA, (Hess-

i)

f) Schnittwinkel (bei sich schneidenden Geraden):

e

—>|

esche Normalform); Formel: d(g+,92) = n

- >

u, Lk,

—>|

U

Lage Gerade — Gerade
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Voraussetzung

Lage, Abstand

Punkt P(p1|pz|pa)

-> -> -> >

Ebene:E: x = b+rv+sw (PF) bzw.
E: ax, +bx, +cx; =d (KF)

->
a) Punktprobe: OP=b+ru+sv -> 1 Lésung: Psg; keine Lésung:
POg
b) Punktprobe: p,x, + p,x, + p,x, =d -> wahre Aussage: Peg;

> - >

falsche Aussage: Pg
¢) Abstand: d(P,E) = |n [OP- d‘/

—>

n| (Hessesche Normalform)

Lage Punkt — Ebene

Voraussetzung

Lage, Abstand

Ebene E: x = b+rv+sw (PF) bzw.

E: n(x-b)=0 (n = vxw) (NF) bzw.
E: ax, +bx, +cx, =d (Zz(a b o) (KF)

Gerade: g: _x> = _a>+t _u> (PF)

a) Gleichsetzen von Ebenen- und Geradengleichung:

_b>+ r_v>+s ;; = _a>+t;,t> (PF) bzw. Einsetzen der Geradenkomponen-
ten x4, X2, X3 in die Ebene (KF, NF) -> unendlich viele Lésungen:
g O E, 1 Ldsung: Schnittpunkt S mit ¢ n E ={S}; keine Lésung:
gllE

b) Abstand (bei Parallelitat von Gerade und Ebene): d(g,E) =

d(A,E) mit Punkt Aeg, z.B. mit _a> = 0_;1 (Hessesche Normalform
¢) Schnittwinkel (bei sich schneidender Gerade und Ebene):

i )

Lage Gerade — Ebene

Voraussetzung

Lage, Abstand

- > -> ->

Ei: x =b,+rv,+sw, (PF)bzw.

a) Gleichsetzen der Ebenengleichung in Parameterform:

by+rv,+sw, =b,+t v: +u v_vz (PF) bzw. Einsetzen der Ebenen-

Ei ax, +bx, +cx; =d, (KF), komponenten x4, X2, X3 der Ebene E; in die Ebene E, (KF): bzw.
-_>:_>+ _>+ s ax, +bx, +cx, =d
B x =b,*tv,+uw, (PF)bzw. Losen des linearen Gleichungssystems ( ! g : e
Ea: ex;, + fx, + gx; =d, (KF) ex; + fx, + gx; =d,
N T > unendlich viele Lésungen (mit zwei Parametern): E; = E,,
ny =V Xw 1y = Vo Xw, unendlich viele Lésungen (mit einem Parametern):: Schnittgerade
gmit £, n E, = g; keine Lésung: E4 || E»
b) Abstand (bei Parallelitat der Ebenen): d(E4,E,) = d(A,E4) mit
Punkt AcE, (Hessesche Normalform)
¢) Schnittwinkel (bei sich schneidenden Ebenen):
= > [I= >
¢=cos' nllibz/nj‘[iivz
Lage Ebene — Ebene
Voraussetzung Lage

Gerade: g: x = a+tu (PF)
Ebene E: x = b+rv+sw (PF) bzw.

E: n(x—=b)=0 (n = vxw) (NF) bzw.
E: ax, +bx, +cx, =d (Zz(a b o) (KF)

- =>

a) ulh =0 >g || E
b) u=kn >g OE

Orthogonalitat, Parallelitat Gerade — Ebene

Voraussetzung

‘Lage
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Ev: x =b,+rv,+sw, (PF)bzw. a) n, =kn, >Ei || B
Ei: ax, +bx, +cx, = d, (KF), b) n,, =0 -> E; D Ey
Ex: x =b,+tv,+uw, (PF)bzw.
Eo: ex; + fx, + gx; =d, (KF)
’_11 =‘_’1XV_V1 Ny, =V Xw,
Orthogonalitat, Parallelitat Ebene — Ebene
3 -1
Aufgabe 13: Bestimme die Spurpunkte der Geraden g: x =| —4 |+ 2
0 5

Vorgehensweise: Gerade g -> a) xy = 0 -> S1, b) x2 = 0 -> Sp, ¢) x3 = 0 -> Sz als (eventuelle) Spurpunkte.
Lésung: Spurpunkte S1(0]2|15), S2(1]0]10), Ss(3]-4|0).

6 2
Aufgabe 14: Bestimme die Spurpunkte der Geraden g: x =| 1 [+ 0 |. Welche Aussage kann
2 -4

Uber die Lage der Geraden im Koordinatensystem getroffen werden?

-> -> ->

Vorgehensweise: Gerade g: x =a+tu ->a)xs=0->S4,b) x2o=0->Sp, ¢) x3 =0 -> Sz als (eventuelle) Spurpunkte.

Lésung: Spurpunkte S1(0|1]14), S3(7|1]0) -> g || x1-xs-Ebene.

Aufgabe 15: Bestimme die Spurpunkte der 1
Ebene E: 3xy + 4%, + 2x3 = 12. Zeichne die
Ebene (Ebenenausschnitt) in ein kartesisches
X1-X2-X3-Koordinatensystem ein.

Vorgehensweise: Ebene E: axi+bxo+cxz = d ->
S1(d/al0]0), S»(0]d/b|0), S5(0]0|d/c) als (eventuelle)
Spurpunkte.

Lésung: Spurpunkte S1(4]0]0), S2(0[3]0), S3(0]0]6).

0 1 1
Aufgabe 16: Zeichne die Ebene E: x =| 5|+ 1 |+s| 1 | (Ebenenausschnitt) in ein kartesisches
1 0 -1

X1-Xo-X3-Koordinatensystem ein.
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Vorgehensweise: Ebene E: ;c = 27+r;t+s;/ (PF) -> /
n=vxw >E n(a=5)=0 (NF)->E: nx=nb
-> E: axy+bxo+cx3 = d (KF); Ebene E: axi+bxs+cxs = d
-> S4(d/a]0|0), S»(0|d/b]0), S3(0]|0|d/c) als (eventuelle)
Spurpunkte.

Lésung: E: -x1+x2 = 5; Spurpunkte S1(-5/0|0), S2(0]5|0).

1 1
Aufgabe 17: Liegt der Punkt P(3|2|-8) auf der Geraden g: x =| =2 [+ 2 |?
2 -5

Vorgehensweise: Gerade g: X = a+t u (PF), Punkt P -> Punktprobe: OP = a+t u ->0 Lsg. bzw. 1 Lsg. -> P(g
bzw. Peg.

Lésung: Punktprobe -> t=2 -> Peg.

12 1
Aufgabe 18: Bestimme den Abstand zwischen der Geraden g: x =| —4 |+ =2 | und dem Punkt
-8 -2

P(-1]-2|6)0g.

Vorgehensweise: Abstand (LotfuBpunktverfahren), Abstand (Hilfsebenenverfahren) 0.a. -> t* -> LotfuBpunkt Feg ->
d(P.9).

Lésung: t=-5 -> LotfuBpunkt F(7/6]2) -> d(P,g) =12 LE.

Aufgabe 19: Berechne den Schnittpunkt der Geraden g und h mit:

i -2 -1 i -2 2
g: x=| 4 |[+r-1|jundh: x=| 1 |+ -1
1 3 4 -3

Wie grof3 ist der Schnittwinkel?

-> -> -> -> -> ->

Vorgehensweise: Geradeng: x = a+ru,,h: x = b+ su, (PF)-> Gleichsetzen PF -> g N h ={S} (1 Lsg.) ->

izl

Lésung: LGS -> r=2, s=-1 -> S(-4/|2|7); Schnittwinkel ¢ = 36,61°.

- >

u, Uik,

—>|

Schnittpunkt S; Schnittwinkel ¢ = cos_l( u,
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Aufgabe 20: Bestimme den Abstand zwischen den parallelen Geraden g und h mit:

) 5 4 ) 10 -4
g: x=| 6 [+r=3|,h: x=|-4|+s 3
-2 0 -2 0

Vorgehensweise: Abstand: d(g,h) = d(P,g) (Peh) -> Abstand (LotfuBpunktverfahren), Abstand (Hilfsebenenverfahren)
0.4. -> t* -> LotfuBpunkt Feg -> d(P,g).

Lésung: P(10]-4|-2)eh -> r=2, [s=0] -> LotfuBpunkt F(13]0|-2)eg -> Abstand d(g,h) = d(P,g) =5 LE.

Aufgabe 21: Bestimme die Lage der Geraden g und h mit:

i -1 2 i 0 0
9: x=| 0 |+r-1|undh: x=| 1 |+s] 1
4 0 -2 -1

sowie gegebenenfalls Schnittpunkt und Schnittwinkel bzw. den Abstand der Geraden zueinander.

-> -> -> -> ->

Vorgehensweise: Geradeng: x = a+ru,h: x = 2)+ su (PF)-> Gleichsetzen PF->a)gNh={ (0Lsg.)->g]|lh

/ #jlzj
bzw. Abstand: a) d(g,h) = d(P,g) (g || h, Peg), b) d(g,h) = d(P,En) (g, h windschief; Peh, Ex als Hilfsebene durch g und

parallel zu h).
Lésung: LGS -> 0 Lsg. -> g, h windschief; Abstand: d(g,h) = 3 LE.

- >

u, Lk,

=3

(u=kv) oder windschief (sonst), b) g N h = {S} (1 Lsg.) -> Schnittpunkt S; Schnittwinkel @ :cos_l( u,

-7 2 1
Aufgabe 22: Liegt der Punkt P(-6|5|-25) auf der Ebene E: x=| 5 |+r| 3 |+5/2]|?
-1 -3 6

-> -> -> -> - - - -
Vorgehensweise: Punkt P(pi|pz|ps), Ebene: E: x = b+ r v+ sw (PF) -> Punktprobe: OP=b+ru+sv -> 0 Lsg.
bzw. 1 Lsg. -> POg bzw. Peg.

Lésung: LGS -> r=2, s=-3 -> Peg.

Aufgabe 23: Liegt der Punkt P(2|-3|5) auf der Ebene E: 4x; — 2x, — 2x3 = 10?7 Wenn nicht, bestim-
me den Abstand zwischen Punkt und Ebene.

Vorgehensweise: Punkt P(pi|pz|ps), Ebene E: ax; +bx, +cx; =d (KF) -> Punktprobe: p,x, + p,x, + p;x; =d

-> wahre Aussage: Peg bzw. falsche Aussage: POg; Abstand: d(P,E) = ;1 B_QP— d / _n (HNF).
Lésung: Punktprobe: 4=10 falsch -> POE; Abstand: d(P,E) = 6/N24 = 1,225 LE.
-2 3
->
Aufgabe 24: Wie liegen Gerade g: x =| 1 |+ 4| und Ebene E: 2X; + x, — 3x3 = 12 zueinander?
1 5

Vorgehensweise: Gerade g: x = a+7 u (PF), E: axi+bxz+cxs = d (KF) -> Einsetzen PF in KF ->a) g N E = {} (0 Lsg.)
->g || E,b)gNE={S}(1Lsg.) -> Schnittpunkt S, ¢) g N E = g (unendlich viele Lsg.) -> g auf/in E (QOE).

Lésung: Einsetzen PF in KF -> t=-3,6 -> Schnittpunkt S(-12,8|-13,4|-17).
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12 -3

Aufgabe 25: Zeige, dass Gerade g: x =| —10 |+ —1 | und Ebene E: 4x; — 3x3 = 3 zueinander
-5 -4

parallel liegen. Bestimme den Abstand zwischen Gerade und Ebene.

-> -> -> - =>

Vorgehensweise: Gerade g: x = a+tu (PF), E: axi+bxe+cxs=d (KF) -> ulh =0 ->g|| E.

-3 4
Lésung: ulh =| —1 0O [=0 ->g| E->d(g,E) =12 LE.
-4) (-3

Aufgabe 26: Berechne die (Parameter-) Gleichung der Schnittgeraden und die GréBe des
Schnittwinkels zwischen den Ebenen E und F mit:

i -7 2 1
E:2Xy +Xo—3x3=12und F: x=| 5 |[+7] 3 |[+s]2].
-1 -3 6

> -> > >

Vorgehensweise: Ebenen E: x = b+r u+s v (PF), F: axi+bxz+cxs = d (KF) -> Einsetzen PFin KF -> ENF = g
- = | |—
n Ui |

|
(unendlich viele Lsg, 1 Parameter) -> Schnittgerade g; Schnittwinkel: ¢—COS ﬂnﬁb

4 1
->
Lésung: Einsetzen PF in KF -> Schnittgerade g: x =| 0 |+ O |; Schnittwinkel: ¢ = 77,05°.
0 -3

Aufgabe 27: Berechne die (Parameter-) Gleichung der Schnittgeraden und die GréBe des
Schnittwinkels zwischen den Ebenen E und F mit:

E: 5xy + 2%, + 3x3 = 15 und F: 2X; + X2 + 4x3 = 8.
Zeichne Ebenen und Schnittgerade in ein kartesisches x;-xo-x3-Koordinatensystem ein.

Vorgehensweise: Ebenen E: axi+bxz+cxs = d, F: exy+fxo+gxs = h (KF) -> LGS -> E N F = g (unendlich viele Lsg, 1 Pa-
- > =; >
n .

— gl
rameter) -> Schnittgerade g; Schnittwinkel: ¢—COS ﬂnllﬂz

-1 5
->
Losung: LGS -> Schnittgerade g: x =| 10 |+ r| —14 |; Schnittwinkel: ¢ = 31,83°;
0 1

Ebene E -> Spurpunkte S1(3]0]0), S2(0|7,5|0), S3(0|0|5); Ebene F -> Spurpunkte S1(4]0]0), S»(0|8]0), S3(0/0]2).
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4 -6 4

Aufgabe 28: Bestimme die zur Ebene E: x =| 7.5 |+ 11.25|+s| 7.5 | parallelen Ebenen mit Ab-
3 -3 -7

stand 5 von E. Zeichne die Ebenen in ein kartesisches x;-xo-x3-Koordinatensystem ein.

- - - - > - > > ->-> ->->

Vorgehensweise: E: x :_b+r u+s_v (PF)->n=vxw ->E: n(x-b)=0(NF)>E: nx=nb ->E:

—>|
axq+bxo+cxz = d (KF); Ebene E: ax, +bx, +cx; =d (KF), Abstand D -> Fy: ax, +bx, +cx; =d —|n|D,
=>|
F2: ax, +bx, + ¢x; =d +|n|D als zur Ebene E parallele Ebenen im Abstand D (F+ || Fz || E).
15
-> —>|
Lésung: Ebene E (PF) -> E: 15x1+8x2 = 120 -> Normalenvektor der Ebene E: n =| 8 | mit: |n| =17 ; Ebene E ->
0

parallele Ebenen mit Abstand 5 -> F1: 15x1 + 8x2 = 205, F2: 15%1 + 8% = 35;
Ebene E -> Spurpunkte S1(8]0]|0), S2(0|15|0); Ebene F1 -> Spurpunkte S1(41/3|0|0), S»(0|205/8|0); Ebene F» -> Spur-
punkte S1(7/3|0]0), S2(0|35/8|0).

Aufgabe 29: Werden die Punkt P(4|2]-3) und Q(-2|-1|5) durch die Ebene E: 4x; — 5%, + 6x3 = 30
getrennt oder liegen sie auf derselben Seite der Ebene?

Vorgehensweise: Ebene E: ax, +bx, +cx; =d (KF), Punkt P -> Punktprobe: p,x, + p,x, + p;x; >/ =/<d.

Lésung: Ebene E -> Punkt P: -12 < 30, Punkt Q: 27 < 30 -> Punkte P, Q auf derselben Seite der Ebene E.

Aufgabe 30: Berechne die Punkte auf der x;-, Xo-, X3-Achse, die zur Ebene E: 2x; + X + 2x3 = 10
den Abstand 4 haben. Zeichne Ebene und errechnete Achsenpunkte in ein kartesisches Xi-Xo-Xs-
Koordinatensystem ein.
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Vorgehensweise: E: ax, +bx, +cx; =d (KF),
—>|

Abstand D -> F1: ax, +bx, +cx; =d —|n|D,

—>|

F2: ax, +bx, + cx; =d +|n|D als zur Ebene E paral-

lele Ebenen im Abstand D (F1 || F2 || E) -> Achsenpunkte
als Spurpunkte der parallelen Ebenen F1, Fa.

2 25
Losung: Normalenvektor der Ebene E: n =| 1 | mit:

2

->

n| = 3; Ebene E -> parallele Ebenen mit Abstand 4 ->

F1: 2X1+ X242x3 = 22, F2: 2X1+ X242X3 = -2;

Ebene E -> Spurpunkte S+(5/0]0), S2(0]10]0), S3(0]0]5);
Ebene F1 -> Achsenpunkte P+11(11]|0]0), P12(0|22|0),
P13(0|0|11); Ebene F> -> Achsenpunkte P21(-1|0]0),
P22(0[-2|0), P23(0[0]-1).

Aufgabe 31: Bestimme den Punkt F auf der Ebene E: 3x; + 4xo + 2x3 = 19, der vom Ursprung
0O(0]0|0) des Koordinatensystems den kleinsten Abstand hat.

->

Vorgehensweise: Ebene E: ax, +bx, +cx; =d (KF), Punkt O -> Lotgerade h: x=tn >
Schnittpunkt E N h = {F} als LotfuBpunkt auf E bzgl. O.
=429 LE.

->
Lésung: Ebene E, Ursprung O -> Punkt F(3]4|2)eE mit Abstand d(O,E) = |OF

Aufgabe 32: Wie lautet die (Parameter-) Gleichung der Geraden g, die durch den Punkt (11[-4|7)
parallel zur Ebene E: 4x; — 7x, + 4x3 = 28 verlduft und die x;-Achse schneidet? Wie grof3 ist der
Abstand zwischen Ebene und Gerade?

Vorgehensweise: Ebene E: ax; +bx, +cx; =d (KF), Punkt P -> Ebene F: ax, + bx, + cx; =d, durch Punkt P mit:

-> -

> ->
F || E -> Spurpunkt von F: Q(25|0|0) -> Gerade g: x = OP +t PQ || E, gUF;

g |l E->d(g,E)=d(P,E) = _n> B;P— d / _n> (Hessesche Normalform).
) 11 14
Lésung: Ebene E, Punkt P-> Ebene F: 4X; — 7X2 + 4X3 = 100 -> Q(25/0|0) -> g: x =| -4 |+ 4 |;
7 =7

d(g,E) = d(P,E) = 8 LE.

Aufgabe 33: Zeige, dass sich die drei Ebenen
E1: 2X1 + 3X2 - 4X3 = '11, Eg: -Xq — 2X2 + 3X3 = 9, E3: 3X1 + 4X2 - 5X3 =-13.

in einer Schnittgeraden g schneiden. Wie lautet die (Parameter-) Gleichung dieser Schnittgera-
den?

Vorgehensweise: Ebenen E1, Es, E3 (KF) -> LGS -> E1 N E2 N E3 = g (unendlich viele Lsg, 1 Parameter) -> Schnittgera-
deg.
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5 -1

->
Lésung: LGS -> Schnittigerade g: x =| =7 |+1 2
0 1

Abkiirzungen: [0 = orthogonal, || = parallel, FE = Flacheneinheiten, HNF = Hessesche Normalform, KF = Koordinaten-

form, LE = L&ngeneinheiten, LGS = lineares Gleichungssystem, Lsg. = Losung/en, NF = Normalenform, PF = Parame-
terform, T_ transponiert.
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