Michael Buhlmann

Mathematik-Aufgabenpool
> Grundaufgaben zur Vektorrechnung Il

Einleitung : Elemente der Vektorrechnung im dreidimensionalen reellen kartesischen x;-X»-xs-Koordinatensystem sind
Punkte P(pa|pz|ps), Ortsvektoren p~ = OP” = (p1 p2 p3)", Differenzvektoren PQ'> = OQ'>—OP'>, Geraden g: X~ = a’> +tu”
(PF, Stiitzvektor a”, reeller Parametert Rlchtungsvektoru ”), Ebenen E: x” = b” + tv” + sw” (PF, Stutzvektor b™, reelle
Parameter r, s, Rlchtungsvektoren v, W), E: n”(x7-p”) = 0 (NF, Normalenvektor n”), E: aX1+bX2+CX3 = d (KF,
Normalenvektor n“=(ab c) ). Geraden und Ebenen sind Lmearkomblnatlonen aus Vektorwelfachen tp” und Vektor-
summen p~+q~ mit Nullvektor 07 = (0 0 O) Gegenvektor -p~ zu p~ oder Mitte 0,5(p”+q"”). Vektoren haben Rlchtung
und Lange, der Betrag elnes Vektors |st p”| = (pl +p2 +p32 12 der Elnheltsvektor berechnet sich als po~ = p~/|p”|. Da-
neben sind fur Vektoren p = (p1 p2 p3) und g7 = (g1 92 g3) das Skalarprodukt p~-q~ = p1q1+p2q2+p3q3, das Vektorpro-
dukt (Kreuzprodukt) p”xq” = (p203—P302 P3di—P1ds plqz—pqu) und das Spatprodukt (p”xq”)-r” definiert.

Die Vektorrechnung kreist um die Konstruktion von Geraden und Ebenen, um die Lagebeziehungen zwischen Punkten,
Geraden und Ebenen (Schnittpunkte, Schnittgeraden, Schnittwinkel, Abstande), um Abbildungen (Verschiebungen von
Punkten, Geraden und Ebenen, Streckungen, Projektionen, Spiegelungen von Punkten, Geraden und Ebenen an Punk-
ten, Geraden und Ebenen u.a.).

Konstruktionen

Vorau ssetzung Konstruktion

Punkt A, Richtungsvektor _u> Stitzvektor ; :C_)TA Richtungsvektor _u> Parameter t ->
Gerade: g: _; :;+t11> (PF)

Punkte A, B Stitzvektor ; = C_)TA Richtungsvektor _u> = ATB Parameter t ->
Gerade: g: _; = C_)jA+t Ais = ;+t _u> (PF)

Gerade g;: _): = ;;Z+ Sl_JZ (PF) Stitzvektor ; = C_)TA Richtungsvektor Ij = GZ , Parameter t ->

Punkt Alg; Gerade: g: X=OA+t U= a+tu (PF) als zu g, parallele Gerade
durch den Punkt A (g || gv)

Gerade g;: _):=E;Z+ Sl_JZ (PF) Lotfquunkt Fagl mit: A_\IEEG 0, Stutzvektor a OA Richtungs-

Punkt AUlg, vektor u = AF , Parameter t -> Gerade: g: X =OA+t AF = a+tu

(PF) als zu g; senkrechte Gerade durch den Punkt A (g O gy)

Geraden g: x=a+tu [| h: x=b+tu |Mite Q_KA =1(§+'5) -> Mittelparallele k: X =OM+tu (PF)
2

(PF)
(k1lgllh)
Ebene E: x = b+r v+sw (PF) bzw. Stitzvektor a OA Rlchtungsvektor u —_n Parameter t ->

E: n(x b)=0 (n = vxw) (NF) bzw. Gerade: g: x OA+t n = a+t n (PF) als zu E senkrechte Gerade

durch den Punkt A (g O E
E: ax1+bx2+cx3=d(n:(a b o) @08

(KF),Punkt A

Geradenkonstruktionen

Voraussetzung Konstruktion

-> e

Punkt A, Richtungsvektoren v, w Stitzvektor a :(3A, Richtungsvektoren u , _v Parameterr, s ->

Ebene: E: ; :(52\+r _v>+ s;/\>/ (PF)
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Punkte A(ai|az]as), B(by|b,|bs),

- ->

Stitzvektor a OA Rlchtungsvektor v AB, w= AC Parameter

C(cilcz|ca)
r, s -> Ebene: E: x = OA+r AB+sAC (PF);
aa, + fa, + ya, =1
Lineares Gleichungssystem: ab + fo, + )b, =1| ->
ac, + ﬂcz +)c; =1
Ebene: E: ax, +bx, +cx, =d (KF, mit O(0[0|0)E)
Gerade g: _): = Z+ SH (PF) Stutzvektor :';1 = (5A, Richtungsvektor _v = AP, Parameter t ->
Punkt POg Ebene: E: _x ::';1+ SI,I+t;/ (PF)
Gerade g: _; = Z+ SH (PF) Ebene: E: G(;—(STD) =0 (NF) als zur Gerade g senkrechte Ebene
Punkt P durch den Punkt P (E O Q)
Gerade g;: _; = Zl+ sfﬂ (PF), Stiutzvektor _b> = 58 Richtungs-/Spannvektoren ", (JZ Parameter

Gerade g;: x= é;+tL_Jz (PF),
Schnittpunkt S (g: N g, = {S})),

Punkte P(p1|p2|ps), Q(d1|d2|d3)€g:,
R(ra|r2|r3)€g2

s, t-> Ebene: E: _): = _t;+ Sl_Jz+tl_J: (PF);
ap, + fBp, + s =1
LGS: | ag, + B4, + W, =1| >
ar, + g, + ;=1
Ebene: E: aX1 +bX2 +(_:)(3 :d (KF, mit O(O|0|0)DE)

-> ->

Gerade g;: X = a1+su (PF),

Gerade gz: X =a2+tu2 (PF),

91119291 N g2=1{}
Punkte P(p1|p2lps), Q(d1]d2|d3)€0s,
R(r1|r2|rs)eg

- > - =>

Stitzvektor b a1 Rlchtungs /Spannvektoren u, v =a,-a,, Pa-

rameter s, t -> Ebene: E: x b+su+tv

ap, + Bp, +)p; =1

ad, + A4, + ) =1| >

ar, +/&2 s =1

Ebene: E: ax, +bx, +¢cx, =d (KF, mit O(0[0|0)CE)

LGS:

E: ax, +bx, +cx;, =d (KF)

Punkt P, Normalenvektor n = (@ b o

Ebene: F: _r;(_;—(iiD) =0 (NF) als zur Ebene E parallele Ebene
durch den Punkt P (F || E)

E: ax, +bx, +cx; =d (KF)
Abstand D,

Normalenvektor n=(a b c)"

->

Fi ax1+bx2+cx3:d—_nD,F2: ax, +bx, +cx; =d +{n|D

als zur Ebene E parallele Ebenen im Abstand D (Fy || F> || E)

Ebene: E: _X = _b+r_v+ S;N (PF), bzw.

- > > - ->

E: n(x-b)= 0(n—v><w)(NF)bzw

E: ax, +bx, +cx, =d (n=(a b 9") (KF),

->
Normalenvektor n, Parametert u->

-> -> ->

Ebene: F: x = OA+t AB+u n als zur Ebene E senkrechte Ebene F
durch die Gerade g (F O E)

Punkte A, B
- -> -> -> ->
Ebene: E: X = b+r v+sw (PF), bzw. |Normalenvektor n, Parameter t, u ->
- > > - => -> -> -> >

E: n(x-b)= O(n—vxw)(NF)bzw

E: ax, +bx, +cX,
-> -> ->

Gerade: g: X =a+tu (PF)

=d (n:(a b Q") (KF),

Ebene: F: X = a+tu+un als zur Ebene E senkrechte Ebene F
durch die Gerade g (F O E)

Ebenenkonstruktionen

- > -> -> - > >

E: x=

- => ->->

b+ru+sv (PF)-> n=vxw ->E: n(x b) 0 (NF)->E: n x=nb ->E: ax;+tbx,+cxs = d (KF)
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ax, +bx, +cx, =d

- (%] [

Zgl+ _%

E: ax,_ +bx, +cx, =d (KF) -> LGS: X, =r SE: x=| 0 |+ 0 |(PF)
Xy =S 0 0 1

E: n(x-b)=0 (NF)->E: n x=nb ->E: ax;+bx,+cxs = d (KF)

E: ax, +bx, +cx, =d (n=@ b §7) (KF) > E: 24 ¥P6 ¥ ~d _ 4 1iNFy

va® +b? +c?

Lagebeziehungen

Ebene in Parameter-, Normalen-, Koordinatenform

Voraussetzung

Spurpunkte, Lage der Geraden

Punkte P(p:1|p2|ps), Q(d1|d2|qs)

Abstand: d(P,Q) =

F;Q( = (G- P)*+ (0, - P,)* + (0 — p,)°

Lage Punkt — Punkt

Voraussetzung

Spurpunkte, Lage der Geraden

-> -> ->

Geradeg: X =a+tu

X1 = 0-> a; + tUl =0->t= tl = 'allul -> 81(0|a2+t1U2|a3+t1U3)
(Spurpunkt mit x,-x3-Ebene, falls u;#0; kein Spurpunkt, falls u;=0)
Xo = 0-> a, + tU2 =0->t= t2 = 'ﬂz/Uz -> Sz(al+t2U1|0|a3+t2U3)
(Spurpunkt mit x;-x3-Ebene, falls u,#0; kein Spurpunkt, falls u,=0)
X3=0->a;+tuz=0->t=t;= 'a.3/U3 -> Sg(a1+t3u1|a2+t3u2|0)
(Spurpunkt mit x;-X>-Ebene, falls us#0; kein Spurpunkt, falls uz=0)

u; = 0 -> g || Xo-xs-Ebene
u, = 0 -> g || X;-Xs-Ebene
us = 0 -> g || X;-Xo-Ebene
u, =0, u3=0->g || Xx;-Achse
u; =0,u;=0->g || X,-Achse
u; =0, u, =0->g || Xxs-Achse

Spurpunkte, Lage von Geraden

Voraussetzung

Spurpunkte, Lage der Ebene

Ebene E: ax, +bx, +cx, =d
az0, b#0, c#0

S;(d/a]0]0) (Schnittpunkt mit der x;-Achse)
S,(0]d/b]0) (Schnittpunkt mit der x,-Achse)
S3(0|0]d/c) (Schnittpunkt mit der x;-Achse)

Ebene E: bx, +cx, =d
b#0, c#0

S,(0|d/b]0) (Schnittpunkt mit der x,-Achse)
S3(0]0]d/c) (Schnittpunkt mit der x3-Achse)
-> Ebene parallel zur x;-Achse

Ebene E: ax, +¢cx; =d
a#0, c#0

S1(d/a]0]0) (Schnittpunkt mit der x;-Achse)
S3(0|0]d/c) (Schnittpunkt mit der x;-Achse)
-> Ebene parallel zur x,-Achse

Ebene E: ax, +bx, =d

S,(d/a|0]0) (Schnittpunkt mit der x;-Achse)
S»,(0]d/b]0) (Schnittpunkt mit der x,-Achse)

a#0, b#0 -> Ebene parallel zur xs-Achse
Ebene E: ax, =d S1(d/a|0[0) (Schnittpunkt mit der x;-Achse)
a#0 -> Ebene parallel zur x,- und x3-Achse

-> Ebene parallel zur x,-xs-Ebene

Ebene E: bx, =d
b#0

S,(0|d/b]0) (Schnittpunkt mit der x,-Achse)
-> Ebene parallel zur x;- und x3-Achse
-> Ebene parallel zur x;-x5-Ebene

Ebene E: Cx, =d
c#0

S3(0]0]d/c) (Schnittpunkt mit der x3-Achse)
-> Ebene parallel zur x;- und x,-Achse
-> Ebene parallel zur x;-x,-Ebene
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Voraussetzu ng

Lage, Abstand

- - -

Gerade g:: X =a,+su, (PF)

Gerade gy: X = :’:12+tl]2 (PF)

- -> -> -

a) Gleichsetzen der Geradengleichungen: a,+su, =a,+tu, ->

unendlich viele Lésungen: g; = g», 1 Losung: Schnittpunkt S mit
0, N g, ={S}: keine Losung: Geraden parallel oder windschief

b) Uberpriifung auf Parallelitét: l_Jl = kl]2 -> 1 Lésung: g || 9o,
keine Losung: g1, g> windschief
¢) Schnittwinkel (bei sich schneidenden Geraden):

e

- >

U,

—>|

U

Lage Gerade — Gerade

Vorauss etzung

Lage, Abstand

Punkt P(p1|p2|pa)

-> -> -> ->

Ebene: E: X = b+r v+ sw (PF) bzw.

E: ax, +bx, +cx;, =d (KF)

a) Punktprobe: C_)Pz_b+rIJ+s;/ -> 1 LOsung: Peg; keine Losung:
POg

b) Punktprobe: p,x, + p,X, + p;X; =d -> wahre Aussage: Peg;
falsche Aussage: P[g

¢) Abstand: d(P,E) = d(P, F) mit F als LotfuBpunkt zu P auf Ebene

-> -> ->

E (Konstruktion des LotfuBpunkts tiber Lotgerade h: x = OP+tn

mit n=(a b c))

Lage Punkt — Ebene

Voraussetzung

Lage, Abstand

Ebene E: _x = _b+ r _v+ S;N (PF) bzw.

- > > - ->

E: n(x-b)=0 (_r: = vxw) (NF) bzw.
E: ax, +bx, +cx, =d (_r;:(a b Q") (KF)

Gerade: g: _; :;+tIJ> (PF)

a) Gleichsetzen von Ebenen- und Geradengleichung:

_b+ r §/+ S;N: _a+tIJ (PF) bzw. Einsetzen der
Geradenkomponenten Xy, X,, X3 in die Ebene (KF, NF) -> unend-
lich viele Losungen: g [ E, 1 Lésung: Schnittpunkt S mit

g n E={S}; keine Losung: g || E
b) Abstand (bei Parallelitat von Gerade und Ebene): d(g,E) =

d(A,E) mit Punkt Aeg, z.B. mit _z; :50\
¢) Schnittwinkel (bei sich schneidender Gerade und Ebene):

e )

Lage Gerade — Ebene

Voraussetzung

Lage, Abstand

-> -> > ->

Ei: X =b+rv,+sw, (PF)bzw.
Ey: ax, +bx, +cx; =d,; (KF),

- > -> ->

Ex X=b,+tv,+uw, (PF)bzw.
Ex ex + X, + gX; =d, (KF)

s s -> -> - —>

N =VpXw, N, SV,XW,

a) Gleichsetzen der Ebenengleichung in Parameterform:

>

E)z+ r \_/1+ S\;V>1 = l:_):+t\_/:+uv_v>2 (PF) bzw. Einsetzen der
Ebenenkomponenten Xy, X,, X3 der Ebene E; in die Ebene E, (KF):
bzw. Lésen des linearen Gleichungssystems

ax, +bx, +cx;, =d,;
ex + B, + 9% =d,
Parametern): E; = E,, unendlich viele Lésungen (mit einem Para-
metern):: Schnittgerade g mit E, n E, =g; keine Lésung: E, || E;
b) Abstand (bei Parallelitat der Ebenen): d(E4,E,) = d(A,E;) mit
Punkt AcE, (Hessesche Normalform)
¢) Schnittwinkel (bei sich schneidenden Ebenen):

i

j -> unendlich viele Losungen (mit zwei

Lage Ebene — Ebene
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Voraussetzung Lage

Gerade: g: x—_a+tIJ (PF) a) uth=0->g|lE
Ebene E: x-b+rv+sw(p|:)bzw b) u=kn->g OE

E: n(x b) = O(n—vxw)(NF)bzw.

E: ax, +bx, +cx, =d (n=(abQT) (KF)

Orthogonalitat, Parallelitat Gerade — Ebene

Voraussetzung Lage

-> e - e - -
Ei X=b+rv,+sw, (PF)bzw. a) n, =kn, ->E || E
Ei: ax; +bx, +¢x; =d; (KF), b) n.0h, =0 -> E; DE,

-> -> ->

Ex x=Db +tv2+uw2 (PF) bzw.
Ex: ex + fx, + gx; =d, (KF)

-> -> -> > —> -

N, =V,XW, N, =V,XW,

Orthogonalitat, Parallelitat Ebene — Ebene

Geometrie

Formeln

KB #k AE: fur jedes reelle k => Dreieck
KB #k BE: fur jedes reelle k => Dreieck
B;(>3 #k A(>: fur jedes reelle k => Dreieck

c=|AB. b=|Ac|. a=|Bc]| (Seiten), y =|AB|+|AC|+

Be| (Umfang)

->

AB| = KC => Dreieck gleichschenklig (Spitzenwinkel o)

->

AB| =|BC

=> Dreieck gleichschenklig (Spitzenwinkel 8)

->

BC| = ,&E; => Dreieck gleichschenklig (Spitzenwinkel y)

> > Winkelsumme:

cosa = %1 COS [ ABEBC ) — ACDBE (Wlnkel) a+p+y=180°

AB #]AC AB C
ATSD&E: =0 => Dreieck rechtwinklig (rechter Winkel a)
;BEE:E: =0 => Dreieck rechtwinklig (rechter Winkel )
B_E:D&E: =0 => Dreieck rechtwinklig (rechter Winkel y)
ha = d(A, ggc), hp = d(B, gac), he = d(C, gac) bzw. Erléu}erurlg: ]

ABIX AC ABIX BC ACIXBC . gpa: x = OP+(PQ
_ e — usw. (H6hen) d(R,g) = Abstand Punkt R — Gerade g

= =2 h="—=

BC AC AB

azh _Bh o by, BOIH(A gy) _ ACTH(B, gxc) _ ABH(C, 0,0)
2 2 2 2 2 2

bzw, A=;KB@ A_\E:#]:; ABK E;E:q};;iz:@ E;E;@Flache)

Dreiecke
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Formeln

KB =k CEIS fiir ein gewisses k => Trapez (KB ||C_E) )
BC =k AD fir ein gewisses k => Trapez ( BC | AD)

-> -> - - D c c
a=|AB|: b=|BC|: c=|CD|: d =|AD| (Seiten),
. _ a d hO\P
+|BC| +|CD|+|AD| (Umfang)
- - R A a B
AB ||CD , |BC|=|AD| => Trapez gleichschenklig
BC || AD . | AB| =|CD| => Trapez gleichschenklig
i -> > Winkelsumme:
cogr= A;;;? A%?.;C# B;;i[% AD:(DD (Winkel) |q + B+y+0d=360°
P_\B@ P_\C Erlauterung:
AB ||CD => h = d(C! gAB) bZW h _4] (HOhe) gprq: ; :(5;3+t |5>Q
B —> d(R,g) = Abstand Punkt R — Gerade g
AB
S BCTXBDD .
BC ||AD =>h=d(D, gsc) bzw. ,_ #(Hohe)
BC
AB||CD => a=2*Cy, (Flache)
BC[|AD => a=P*d} (Flache)
2
ABX chz ACTH Aaqj
A= + (Flache)
2
Trapeze
Formeln
AB = DE: => Parallelogramm
éC = A|>3 => Parallelogramm b
=|a8| = cD). b =[] =| AD| (Seiten). u =2 a8 + Jpc| (Umfang) s
-~ = > > ) Winkelsumme:
cosg = PBAD cosB = - ABIBC usw. (Winkel) G+ B4y +d=360°
- -> -> -> a+ B =180° vy + 0 =180°
Al D AB|[IBC a=y,B=5
> Erlauterung:

A
:I%]! hb = d(Ca gAD) bzw.

4

ha = d(C, gas) bzw. h,

i

h = AB}ADF (Hohen)

gre: X =OP+tPQ
d(R,g) = Abstand Punkt R — Gerade g

A=ah, =bh, bzw. A= ABI(C, g,s) = ADIH(C, g,)

bzw. a = |ABx AD| (Flache)

Parallelogramme
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Formeln

D c
AB =DC, ABLAD =0 => Rechteck
BC = AD , ABBC =0 => Rechteck d b
=|AB =|cD|. b=|BC| =|AD| (Seiten), y = 2AB|+2BC| (Umfang)
A a B
> > > > . Winkel:
A=|AB #BC bzw. o =|aBx AD| (Flache) G=B=y=5=90°
Rechtecke
Formeln D c
AB=DC, ABLAD =0, |A| = |BC| => Quadrat
BC = AD, ABBC =0, |AB| =|pC| => Quadrat d a
- |AB| = |BC| = |cD| =|aD) (Seiten), u = 48| (Umfang) e m—
52 s s B Winkel:
A=|ABl bzw. a=|aBx AD| (Flache) a=B=y=5=090°
Quadrate
Formeln
-> -> -> H
a=|ABl: b=|AD|: c=|AE| (Kanten); a=b=c (Wirfel) G
E — L
G = ab (Grundflache, Deckflache); G = a* (Wiirfel) J
M = (2a+2b)c (Mantelflache) D c
O =2G + M = 2(ab+ac+bc) (Oberflache); O = 6a’ (Wrfel)
V = abc (Volumen); V = a® (Wiirfel) b
A @ B

Quader (Wirfel)

Formeln

G=1
2

ABX Azzq:: Y ABrx E;aq:: 1

2 2
- -> 1 -> -> 1
ABX AS 5 ACX AS 5

O =G + M (Oberflache)

ACIX B_E:qj (Grundflache)

M=
2

BCIx 354] (Mantelflache)

h = d(S, Easc) (H6he, Egc als Grundebene, Hessesche Normalform)
V = Gh/3 (Volumen)

V= é (ABX AC) [AS

Dreieckpyramiden

Formeln

a= A_\TB b=

AD| (Grundkanten)

h = d(S, Eascp) (H6he, Eascp als Grundebene, Hessesche Normalform)

2 2
hf:(gj +he, h;:(zj +h? (Seitenhohen)

2 2
s2 {2) +h? {2] +h? (Seitenkanten)

Michael Buhlmann, Mathematik-Aufgabenpool > Grundaufgaben zur Vektorrechnung |l




G =|ABx AD| (Grundflache)
Aamcsq}

O =G + M (Oberflache)

M = ADX A?% (Mantelflache)

V = Gh/3 (Volumen)
V= % (ABX AD) [AS

Spiegelungen

Parallelogrammpyramiden

Punktspiegelung

Spiegelung eines Punktes

Punktspiegelung eines Punktes P an Spiegelpunkt F
zum gespiegelten Punkt P

Punktspiegelung eines Punktes P an Spiegelpunkt F
zum gespiegelten Punkt P

Punktspiegelung einer Geraden g: ; :C_)iD+t_J an
Spiegelpunkt F zur (parallelen) gespiegelten Geraden

g x=0P'+tu (gl g vermdge der Punktspiegelung
des Punktes Peg (Stitzvektor der Geraden g) an
Spiegelpunkt F zum gespiegelten Punkt P’eg’ (Stitz-
vektor der Geraden g'):

Spiegelung eines Punktes P an Spiegelgerade

g x= a+tIJ> Uber den LotfuBpunkt Feg mit: PFI=0
(Orthogonalitatsbedingung bei laufendem Punkt Feg,

- > - =>

Verfahren mit Hilfsebene Ey: ulx = ulOP) zum ge-
spiegelten Punkt P
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Punktspiegelung einer Ebene E: ax;+bx,+cx; = d an
Spiegelpunkt F zur (parallelen) gespiegelten
E': ax;+bx,+cxz = d' (E || EY) vermobge der Punktspie-

Spiegelung eines Punktes P an Spiegelebene
E: ax;tbx,+cxs = d Gber den LotfuBpunkt FeE (als

Schnittpunkt von Lotgeraden h: _; :(573+t_riund Ebe-

gelung des Punktes P<E (Stltzvektor der Ebene E)
an Spiegelpunkt F zum gespiegelten Punkt P’¢E* L (2
(Stutzvektor der Ebene E) und vermdge der Identitd- [ne E, Normalenvektor n =| p |) zum gespiegelten

a

- > - > C

ten: n[OP =d, n[OP'=d’', Normalenvektor _n>= b " |punkt p-

C

Spiegelung: P -> F -> P*
Spiegelformel: dP' = (5P+ 2I5F = (5F + |5F = 2(3|: - 6p

Spiegelungen mit Punkten

Aufgabe 1 : a) Bestimme die (Parameter-) Gleichung der Geraden g durch den Punkt P(2|-4|5) und

1
mit dem Richtungsvektor _u> =| 2
-3
5 -1
b) Wie liegen die Gerade g und die Gerade h: _; =| 0 [+9 —1]| zueinander? Berechne gegebe-
-2 2

nenfalls den Schnittpunkt und den Schnittwinkel.

c) Bestimme die Koordinatengleichung der Ebene E, auf der die Geraden g und h liegen.
Vorgehensweise : a) Punkt P, Richtungsvektor I,I -> Gerade g: _x =(5P+ r_u (PF); b) gNh -> lineares Gleichungssys-
tem -> ldentitét der Geraden, Existenz eines Schnittpunkts, Parallelitat, Windschiefheit, Kosinusformel zur Bestimmung

des Winkels zwischen den Richtungsvektoren der Geraden; c) Ebene E mit Geradenschnittpunkt als Stitzvektor und
Richtungsvektoren der Geraden als Spannvektoren -> Ebene E (PF) -> Ebene E (KF).

2 1
Losung : a) Gerade g: X =| =4 |+r| 2 |, b) g"hh -> r=1, s=2 -> Schnittpunkt S(3|-2|2), Schnittwinkel ¢ = 10,9°;
5 -3

c) Ebene E: x3+X2+x3 = 3 (KF).
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Aufgabe 2 : a) Bestimme die (Parameter-) Gleichung der Geraden g durch die Punkte P(2[-2]|4)
und Q(-6[4|10).

b) Berechne die Koordinatengleichung der Ebene E, auf der die Punkte A(4|0]|0), B(0|3]|0) und
C(0|0|6) liegen.

¢) Berechne den Schnittpunkt der Geraden g mit der Ebene E.

d) Berechne den Schnittwinkel zwischen Gerade und Ebene.

Vorgehensweise : a) Punkte P, Q -> Gerade g: _x :(3P+t |5Q (PF); b) Spurpunkte A, B, C -> Ebenengleichung mit
Kehrwerten der Spurpunktkoordinaten #0; c) Gerade g -> Geradenkomponenten X1, Xz, X3 in Ebenengleichung einsetzen
-> Parameter t in Geradengleichung einsetzen -> Schnittpunkt S; d) Sinusformel zur Bestimmung des Winkels zwischen
Richtungsvektor der Geraden und Normalenvektor der Ebene.

2 -8
Losung : a) Gerade g: _): =| -2 |+t| 6 [,b) Ebene E: 3x1+4x2+2x3 = 12; c) gNE -> t=0,5 -> Schnittpunkt S(-2|1|7);
4 6
d) Schnittwinkel ¢ =11,02°.
(1 1 2
Aufgabe 3 : a) Zeige: Die Ebenen E: x=| -1|+r| 2 |+9 2| und F: 2x;—2x,—X3 = -12 liegen zu-
1 -2 0

einander parallel.
b) Konstruiere eine Lotgerade g zur Ebene E durch den Punkt P(4[-3|2).

c¢) Die Gerade g schneidet die Ebenen E und F in den Punkten T und U. Berechne die Koordinaten
dieser Punkte.

d) Bestimme den Abstand zwischen den Ebenen E und F.

e) Beschreibe, wie der Abstand zwischen zwei parallelen Ebenen allgemein bestimmt werden
kann.

Vorgehensweise : a) Richtungsvektoren der Ebene E senkrecht zu Normalenvektor der Ebene F, Stiitzvektor der Ebene

E liegt nicht auf Ebene F => E || F, b) Lotgerade g: _X :(3P+tnE ) I’_]E als Normalenvektor der Ebene E (bzw. F); c)

Gerade g -> Geradenkomponenten X1, Xz, Xs in Ebenengleichung E (KF) einsetzen -> Parameter t in Geradengleichung
einsetzen -> Schnittpunkt T, Gerade g -> Geradenkomponenten X1, X2, X3 in Ebenengleichung F (KF) einsetzen -> Para-
meter t in Geradengleichung einsetzen -> Schnittpunkt U; d) Abstand der Ebenen als Abstand zwischen Punkt und Ebe-
ne.

4 2
->
Losung : a) Ebenen E: 2x1—-2x>—X3 = 3, F: 2X1—2X>—X3 = -12 => E || F, b) Lotgerade g: x =| -3 |+t| —2|; ¢) gNE ->
2 -1

t=-1 -> Schnittpunkt T(2|-1|3), gNF -> t=-8/3 -> Schnittpunkt U(-4/3|7/3|14/3); d) Abstand d(E,F) = d(T,U) =5 LE; e) Ab-

stand zwischen zwei parallelen Ebenen E und F: P<E -> Lotgerade h: _x =(5P+tnE , ﬁE als Normalenvektor der Ebene
E (bzw. F) -> hNF -> LotfuBpunkt L -> d(E,F) = d(P,L).

Aufgabe 4 : a) Weise nach, dass sich die Ebenen E: 2x; — 3x, + X3 = 6 und F: X; — 4x; — 4x3 = 12
schneiden.

b) Berechne den Winkel, unter dem sich die Ebenen schneiden.

c) Zeige, dass die Punkte P(4[0]-2) und Q(20]|9]-7) auf beiden Ebenen liegen. Berechne die
Schnittgerade g zwischen den Ebenen.

Vorgehensweise : a) Lage der Normalenvektoren der Ebenen E und F zueinander -> Lage der Ebenen zueinander;
b) Kosinusformel zur Bestimmung des Winkels zwischen den Normalenvektoren; c) Punktprobe als Einsetzen des Punk-
tes in die Koordinatenform je einer Ebene, Schnittgerade g als Gerade durch die Punkte P und Q.
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2 1

Lésung : a) Normalenvektoren r_lz = -3/, r_1: =| —4 | nicht zueinander parallel -> Ebenen E und F schneiden sich
1 -4
in einer Schnittgeraden; b) Schnittwinkel ¢ = 62,3°; ¢) Punktproben -> P, Q¢E, P,Q¢F -> Schnittgerade durch die Punkte
4 16
P und Q -> Schnittgerade g: _): = 0 |+t 9
-2 -5
5 -7 1
Aufgabe 5: a) Bestimme die Spurpunkte der Ebene E: _; =|2|+r| O |+5 —1]|. Zeichne Spur-
0 4 0

punkte und Ebene in ein X;-X,-Xsz-Koordinatensystem ein.

b) Bestimme den Abstand der Ebene E zum Ursprung des Koordinatensystems. Welcher
Ebenenpunkt liegt dem Ursprung am nachsten?

¢) Konstruiere eine Ebene F, deren Punkte zur Ebene E den Abstand d = 2 LE haben. Zeichne
ebenfalls Spurpunkte und Ebene in das x;-x,-x3-Koordinatensystem ein.

Vorgehensweise : a) Ebene in Parameterform -> Normalenvektor als Kreuzprodukt der Spannvektoren, Stutzvektor ->
Ebene in Koordinatenform -> Spurpunkte -> Zeichnung; b) Ebene -> Lotgerade -> Lotfu3punkt -> Abstand; c¢) Punkt PeE

-> -> ->

-> Punkt QeF mit: OQ =OPxd [ Abstand d, Einheitsnormalenvektor ﬁo -> Ebene F (KF).

Losung : a) Ebene E: 4x1+4x,+7x3 = 28 (KF) -> Spurpunkte S1(7|0|0), S2(0|7|0), S3(0|0J4); b) Lotgerade h -> hNE ->
LotfuRBpunkt F(112/81|112/81]|196/81) -> d(O,E) = d(F,E) = 28/9; c) z.B. Ebene F: 4x1+4x,+7x3 = 46 mit Spurpunkten
S1(11,5]0]0), S2(0]11,5|0), S3(0]|0|46/7).

14 4
Aufgabe 6 : Vorausgesetzt seien die Ebene: E: 3x; — 4x, = 12 und die Gerade g: x =| =5 |+t| 3.
5 1

a) Welche besondere Lage nimmt die Ebene in einem x;-x,-X3-Koordinatensystem ein.

b) Gib jeweils eine Gerade an, die die Ebene senkrecht schneidet, in der Ebene liegt bzw. von der
Ebene den Abstand 8 LE hat.

c) Zeige, dass die Ebene E und die Gerade g zueinander parallel sind und berechne den Abstand.

d) Gib die Gleichung einer Ebene F an, die senkrecht auf der Ebene E steht und die Gerade g ent-
halt.

Vorgehensweise : a) Ebene -> Spurpunkte -> Lage; b) Punkt P, Normalenvektor -> Lotgerade; Spurpunkt, Richtungs-
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vektor senkrecht zum Normalenvektor -> Gerade auf der Ebene; Punkt mit vorgegebenem Abstand zur Ebene, Rich-
tungsvektor senkrecht zum Normalenvektor -> Gerade parallel zur Ebene mit vorgegebenem Abstand; ¢) Skalarprodukt
von Normalen- und Richtungsvektor verschwindet -> Ebene und Gerade parallel; Ebene, Punkt auf Geraden -> Lotge-
rade -> LotfuBpunkt -> Abstand; d) Normalenvektor der Ebene E, Richtungsvektor der Geraden g als Spannvektoren,
Stltzvektor der Geraden g als Stutzvektor -> Ebene F (PF).

4 3
Losung : a) Ebene E parallel zur xs-Achse; b) Spurpunkt S1(4|0]|0), Normalenvektor -> Lotgerade g:: _): =0|+t| -4]|:
0 0
4 4
Spurpunkt S;(4|0]|0), Richtungsvektor senkrecht zum Normalenvektor -> Gerade gs: _)Z: O [+t 3|; Spurpunkt
0 0
-> N 06
S1(4/0[0) -> Punkt P(8,8|-6,4/0) mit: op =0S +80- 08| Richtungsvektor senkrecht zum Normalenvektor -> Gerade
0
R 88 4 14 4 3
gz X=|—-64 |+t 3|;c)g||E->d(g,E)=10LE;d)g LI F:;: -5|+r|3|+9-4| OE
0 0 5 1 0
3 1 -3 -1
Aufgabe 7 : Die parallelen Geraden g: _; =| 2 |+r] 1 | undh: _; =| 8 |+9 —1| seien vorge-
-4 -2 -1 2

geben, auRerdem der Punkt P(1|1]-7).
a) Konstruiere aus den Geraden g und h die Mittelparallele k.
b) Bestimme die Koordinatengleichung der Ebene E, die alle drei Geraden enthélt.

c) Bestimme aus der Geraden g und dem Punkt P die Koordinatengleichung der Ebene F, die Ge-
rade und Punkt enthalt.

d) Untersuche, ob die Ebenen E und F senkrecht aufeinander stehen.

- -> -> - - =>

-> -> -> >
Vorgehensweise : a) Geraden g: X =a+tu || h: x=b+tu (PF) -> Mitte OM :E(a+ b) -> Mittelparallele als
2

-> —-> -> -> -> -> i e i —->
Gerade ki X =OM +t u (PF); b), c) Punkt POg, Gerade g: x =OA+tu -> Ebene E: X =OA+rt u+sAP (PF) ->
- => >

n = ux AP -> Ebene E: ax;+bxs+cxs = d (KF); d) Normalvektoren der Ebenen senkrecht -> Ebenen senkrecht.

(0 1 (3 1) (-6
Losung : a) Mitte M(0|5]-2,5); Gerade k: x =| 5 |+t| 1 |;b)Ebene E: x=| 2 |+r| 1 |+9 6 | (PF)
-25 -2 -4 -2 3
3 1 -2
> E: b5x3+3X+4xs = 5 (KF); c) Ebene F: _)Zz 2 |+r] 1 |[+9 -1| > F: 5-7xex3 = 5 (KF); d)
-4) (-2) |-3
5 5
Normalenvektoren ﬁ; =3, ﬁ: =| =7 | -> Skalarprodukt verschwindet -> E O F.
4 -1
3 4
Aufgabe 8 : a) Spiegele die Gerade g: _)Z =| =5|+r| —1| am Punkt Z(4|0|0).
-2 -2

b) Spiegele den Punkt P(2|3]-1) an der Ebene E: -2x; + X, + 2x3 = 6.
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c) Bestimme die Spiegelebene E, um die der Punkt Q(3|4|-8) auf den Bildpunkt Q‘(-2|6]-2) gespie-
gelt wird.

d) Welches mathematische Konzept liegt den hier aufgefiihrten Spiegelungen zugrunde?

Vorgehensweise : a) Spiegelformel -> Punktspiegelung -> Geraden g || g'; b) Ebenenspiegelung: Lotgerade -> Lotful3-
punkt -> Spiegelformel; c) Spiegelebene: Normalenvektor als Differenzvektor der vorgegebenen Punkte, Stiitzvektor als
Mitte zwischen den vorgegebenen Punkten.

5 4
Lésung : a) Punktspiegelung: Gerade g -> Spiegelpunkt Z -> Bildgerade g x =| 5|+r| —1 |; D) Ebenenspiegelung:
2 -2

Punkt P -> LotfuBpunkt. F(0]4]|1) -> Bildpunkt P‘(-2|5|3); ¢) Punktspiegelung Q <-> Q': Spiegelebene E: 5x1-2x,-6x3 = 22,5
(KF); d) Spiegelformel als Mittenformel.

Aufgabe 9 : Gegeben ist eine vierseitige Pyramide mit den Grundflachenecken A(0]-4]|0), B(4]0|0),
C(0|4|0), D(-4]0|0) sowie der Spitze S(0]0|6).

a) Zeige, dass die Grundflache ABCD ein Quadrat ist.

b) M sei die Mitte des Quadrats ABCD. Zeige, dass der Differenzvektor I\;IS die H6he der Pyrami-
de darstellt. Bestimme das Volumen der quadratischen Pyramide.

c) Berechne die Oberflache der Pyramide.

d) In welchen Ebenen die Mantelflachendreiecke ABS und BCS? Unter welchem Winkel stof3en
die Mantelflachendreiecke im Innern der Pyramide aneinander?

e) Unter welchem Winkel schneidet eine Seitenkante die Grundflache der Pyramide?

Vorgehensweise : a) Quadrat als rechtwinklige Raute; b) Hohe, Grundflache -> Volumenformel; ¢) Kreuzprodukt und
Dreieckflachen; d) A, B, S bzw. B, C, S als Spurpunkte -> Ebenen -> Kosinusformel zur Bestimmung des Winkels zwi-
schen den Normalenvektoren der Ebenen; e) Sinusformel zur Bestimmung des Winkels zwischen Richtungsvektor der
Geraden und Normalenvektor der Ebene.

Loésung : a) Viereck ABCD als Parallelogramm -> Rechteck -> Quadrat, b) Mitte M(0|0|0), Hohe h = 6 LE, Grundflache G
= 32 FE -> Volumen V = 64 VE; c) Mantelflachendreieck M1=M,=M3=M, = 18,762 FE -> Oberflache O = 107,047 FE; d)
Ebenen Eags: 3x1-3X2+2x3 = 12, Egcs: 3x1+3x2+2x3 = 12 (KF) -> Schnittwinkel ¢ = 79,52° -> Innenwinkel 100,48°;

4 -4 0
—-> —->
e) Gerade einer Seitenkante g: X =| O |+t| O |, Normalenvektor der Grundflachenebene: N =| Q| -> Schnittwin-
0 6 1

kel y = 56,31°.

Aufgabe 10 : Ein Dreieck ABC stellt sich als massives Brett im x;-X,-X3-Koordinatensystem dar. Die
Ecken des Dreiecks lauten: A(5|2|1), B(4]6|0), C(6|1]|5). Das Dreieck wird von einer Lichtquelle
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L(10]0]0) auf der x;-Achse beleuchtet und wirft einen ebenfalls dreieckigen Schatten A’'B’C* auf die
Xo-X3-Grundebene des Koordinatensystems.
a) Bestimme die Koordinaten der Punkte A’, B!, C' als Ecken des Schattens.
b) Vergleiche die Winkel a und a‘ der Ecke A bzw. A" in den Dreiecken ABC und A'B'C".

c¢) Vergleiche die Flacheninhalte der beiden Dreiecke.

Vorgehensweise : a) Geraden durch Lichtquelle L und Punkte A, B, C -> Spurpunkte der Geraden auf der xo-x3-Grund-
ebene A', B, C'; b) Kosinusformel fiir Winkel; c) Kreuzprodukt und Dreieckflachen.
10 -5 10 -6 10 -4
- -> ->
Losung : a) Geraden gi: X =| O |+r| 2 |, 922 X=| O |+r| 6 |, g5 X=| O |+r| 1 | -> Spurpunkte der
0 1 0 0 0 5

der x2-x3-Grundebene -> A'(0]4]2), B‘(0]10]0), C'(0]2,5|12,5); b) Winkel a = 120°, a' = 116,57°; ¢) Flachen A = 7,8 FE, A*

=30 FE.

AABC

AABC
Aufgabe 11 : Ein Flugzeug F startet vom Flughafen Q(6]4|0) (Koordinaten in Kilometern, Zeit in

2
—2 . Auch ein Ballon B startet bei Windstille vom Punkt R(10[0|0) aus mit

Minuten) in Richtung
1

einer Steiggeschwindigkeit von 4 m/s.
a) Unter welchem Steigungswinkel hebt das Flugzeug F vom Flughafen ab?

b) Wie grof3 ist die Geschwindigkeit des Flugzeugs F (in Kilometer pro Stunde)?
¢) Bei welchem Startzeitpunkt des Ballons B kommt es zu einer Kollision mit dem Flugzeug F?

Vorgehensweise : a) Gerade F der Flugbahn des Flugzeugs, Sinusformel zur Bestimmung des Winkels zwischen Rich-
tungsvektor der Geraden und Normalenvektor der Flughafenebene; b) Geschwindigkeit als Betrag des Richtungsvektors;

c) Gerade B des Ballons -> Schnittpunkt zwischen beiden Geraden, Parameterwerte.

6 2
Losung : a) Gerade des Flugzeugs F: _): =| 4 |+r| =2 | -> Steigungswinkel ¢ = 19,47°; b) Geschwindigkeit v = 3

0 1
10 0
km/min = 180 km/h; c) Gerade des Ballons B: x =| 0 |+ 0 | -> FNB: Schnittpunkt S(10|0]2) (r =2, s =8 1/3) ->
0 024

Ballon darf nicht 6 Minuten 20 Sekunden vor dem Flugzeug starten.

Abkurzungen: [0 = orthogonal, || = parallel, FE = Flacheneinheiten, HNF = Hessesche Normalform, KF = Koordinaten-
form, LE = Langeneinheiten, LGS = lineares Gleichungssystem, Lsg. = Lésung/en, NF = Normalenform, PF = Parame-

terform,
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