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Datenblatt: Reelle Zahlen

Die reellen Zahlen R ist Zahlenmenge aller abrechenden, periodischen und nichtperiodischen De-
zimalzahlen. Auf den reellen Zahlen sind die Verknipfungen + und * fir Addition (Subtraktion) und
Multiplikation (Division) definiert:

a+b, a-b, a*b, a/b (b#0)

Terme sind Rezepte, sind mathematische Formeln, in die man gegebenenfalls Werte, Zahlen ein-
setzt. Mit Termen kann man daher auf dieselbe Weise rechnen wie mit Zahlen, d.h. es gelten fur
Zahlen a, b, ¢, d die Rechengesetze und Termumformungen (z.B. Punktrechnung vor
Strichrechung, Klammerrechnung [Klammern auflésen, Ausklammern):

a+t0=a,a—a=0,a+b=b+a,(a+b)+c=a+(b+c),
la=a,a(b+c)=ab+ac, (a+Db)(c+d)=ac+ad+bc+hbd
+a=a,-la=-a, +(+a)=a, +(-a)=-a, -(+ta) =-a, -(-a) = a
+(a+b)=a+b,-(a+tb)=-a-b
a@=a’ a@@=a’ a@@@a=a’...

Es gelten die binomischen Formeln:

(a+Db)* =a’® +2ab+b” (1. binomische Formel)
(a—b)? =a® - 2ab+b? (2. binomische Formel)
(a+Db)(a—b) =a® —b? (3. binomische Formel)

Es gelten die Bruchgesetze:

a— E:a_[n E+E:a+c E+£=ad+bc E :E E E
1 b bm’'b b b 'bd bd bd bd b_ad_adp_a 1_b
- Cc ' " a
b b’ b b b b -b b d b

Es gelten die Potenzgesetze:

a 1 -
aO :1, al:a, an mm :an+m, _m:an—m, _n:a n, (an)m :aﬂﬁ, (ab)n:anmn,
a a

(Ej :%, 1"=1, (-1)" =-1 (n ungerade), (-1)" =1 (n gerade)

Es gelten die Wurzelgesetze:
Jab=ank, \/%=% Ja =|d, 3 = Ja
Ja=4ra =n? Q/a, =ny/a, (teilweises Wurzelziehen)
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Datenblatt: Teilweises Wurzelziehen

Rechenregel: Wurzeln, Teilweises Wurzelziehen

V1=1
N4=2

V8 = 22

V9 =3

V12 = 243
V16 =4

V18 = 3V2
V20 = 25
V24 = 26
\V25=5

\27 =343
\28 = 27
V32 =442
\V36=6

V40 = 210
V44 = 2411
V45 = 35
V48 = 443
\N49 =7

V50 = 52
V52 = 213
\54 = 36
\56 = 214
V60 = 215
V63 = 3V7
64 =8

\68 = 217
\72 =62
\75 =53
\76 = 219
V80 = 445
\V81=9

\84 = 2421
\88 = 2v22
V90 = 310
V92 = 2423
V96 = 46
\98 = 742
V99 = 3v11
V100 = 10
V104 = 226
V108 = 63
V112 = 447
V116 = 229
V117 = 313
V120 = 2v30
V121 =11
V124 = 231
V125 =55
V126 = 3V14
V128 = 82
V132 = 2433
V135 = 3V15
V136 = 2V34
V140 = 235
V144 = 12
V147 = 743
V148 = 237
V150 = 5V6
V152 = 238
V153 = 3V17
V156 = 2439
V160 = 4410
V162 = 9\2
V164 = 2v41
V168 = 2142
V169 = 13
V171 = 3V19
V172 = 2V43

V175 = 5V7
V176 = 4v11
V180 = 65
V184 = 2746
V188 = 2V47
V189 = 3v21
V192 = 83
V196 = 14
V198 = 322
V200 = 10v2
V204 = 251
V207 = 3V23
V208 = 4V13
V212 = 2V53
V216 = 66
V220 = 255
V224 = 414
V225 =15
V228 = 257
V232 = 258
V234 = 3V26
V236 = 259
V240 = 4415
V242 = 112
V243 = 93
V244 = 2\61
V245 = 745
V248 = 2762
V250 = 5v10
V252 = 67
V256 = 16
V260 = 2V65
V261 = 329
V264 = 266
V268 = 2V67
V270 = 3v30
\N272 = 4N17
V275 = 5V11
V276 = 2769
V279 = 3V31
V280 = 270
V284 = 2471
V288 = 122
V289 = 17
V292 = 2473
V294 = 7V6
V296 = 2V74
V297 = 333
V300 = 103
V304 = 4419
V306 = 3V34
V308 = 2V77
V312 = 278
V315 = 3V35
V316 = 2479
V320 = 85
V324 =18
V325 = 5v13
V328 = 282
V332 = 283
V333 = 3V37
V336 = 4421
V338 = 132
V340 = 285
V342 = 3V38
V343 = 77
V344 = 286
V348 = 287
V350 = 5V14

V351 = 339
V352 = 422
V356 = 2V89
V360 = 610
V361 =19
V363 = 113
V364 = 2V91
V368 = 4423
V369 = 3v41
V372 = 2793
V375 = 5V15
V376 = 2V94
V378 = 3V42
V380 = 2v95
\384 = 86
\387 = 3V43
V388 = 2V97
V392 = 1442
V396 = 611
V400 = 20
V404 = 24101
\405 = 95
V408 = 27102
V412 = 24103
V414 = 3746
V416 = 426
\420 = 27105
V423 = 3V47
V424 = 27106
V425 = 5V17
V428 = 27107
V432 = 1273
V436 = 24109
\440 = 24110
V441 = 21
V444 = 2111
\448 = 87
V450 = 15v2
V452 = 24113
V456 = 2V114
V459 = 351
V460 = 2V115
V464 = 429
V468 = 613
\472 = 2V118
V475 = 5V19
V476 = 24119
\N477 = 3V53
V480 = 430
V484 = 22
V486 = 9V6
\488 = 2V122
V490 = 7710
V492 = 24123
V495 = 3155
V496 = 431
V500 = 105
V504 = 6506
\507 = 133
\508 = 21127
V512 = 162
V513 = 357
V516 = 24129
V520 = 2V130
V522 = 3V58
V524 = 24131
V525 = 5V21
V528 = 433
V529 = 23
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V531 = 3v59
V532 = 2v133
V536 = 2V134
V539 = 7411
V540 = 6V15
V544 = 434
V548 = 2V137
V549 = 3V61
V550 = 5v22
V552 = 2v138
V556 = 2v139
V558 = 3V62
V560 = 435
V564 = 2v141
V567 = 97
V568 = 2V142
V572 = 2V143
V575 = 5v23
\576 = 24
V578 = 172
V580 = 2v145
V584 = 2V146
V585 = 3165
V588 = 1443
V592 = 4437
V594 = 3595
V596 = 2v149
V600 = 10V6
V603 = 3V67
V604 = 2V151
V605 = 115
V608 = 438
V612 = 6V17
V616 = 2V154
V620 = 2V155
V621 = 369
V624 = 4439
V625 = 25
V628 = 2V157
V630 = 3V70
V632 = 2V158
V636 = 2v159
V637 = 7V13
V639 = 3V71
V640 = 8V10
V644 = 2V161
V648 = 182
V650 = 5V26
V652 = 2V163
V656 = 4v41
V657 = 3V73
V660 = 2V165
V664 = 2V166
V666 = 3V74
V668 = 2V167
V672 = 4N42
V675 = 15v3
V676 = 26
V680 = 2V170
V684 = 6V19
V686 = 7V14
V688 = 443
V692 = 24173
V693 = 3V77
V696 = 2V174
\700 = 10V7
\702 = 3V78
V704 = 8V11
\708 = 2V177

V711 = 3V79
V712 = 2V178
V716 = 2V179
V720 = 125
\722 = 19V2
\724 = 24181
V725 = 5v29
\726 = 11V6
V728 = 27182
\729 = 27
\732 = 24183
\735 = 7715
V736 = 4V46
V738 = 3V82
\740 = 27185
\744 = 27186
\747 = 3V83
\748 = 27187
V750 = 5V30
V752 = 4N47
V756 = 6v21
\760 = 24190
\764 = 24191
V765 = 3V85
V768 = 163
\772 = 24193
\774 = 3786
V775 = 5V31
\776 = 27194
\780 = 2V195
\783 = 3V87
\784 = 28
\788 = 24197
V792 = 622
V796 = 2v199
V800 = 202
V801 = 389
V804 = 24201
V808 = 2v202
V810 = 9V10
V812 = 24203
V816 = 451
V819 = 3v91
V820 = 24205
V824 = 27206
V825 = 5v33
V828 = 6v23
V832 = 813
V833 = 7V17
V836 = 2v209
V837 = 3V93
V840 = 24210
V841 =29
V844 = 24211
V845 = 135
V846 = 3v94
V847 = 117
V848 = 4453
V850 = 5V34
V852 = 24213
V855 = 3v95
V856 = 2v214
V860 = 2v215
V864 = 126
V867 = 173
V868 = 2v217
V872 = 24218
V873 = 3v97
V875 = 5V35

\876 = 24219
V880 = 4455
V882 = 212
\884 = 2221
\888 = 2222
V891 = 9v11
V892 = 2223
V896 = 814
V900 = 30
V904 = 2226
\908 = 2227
V909 = 3101
V912 = 4457
V916 = 2v229
V918 = 3102
V920 = 2230
V924 = 2231
V925 = 537
V927 = 3V103
V928 = 4458
V931 = 7v19
V932 = 24233
V936 = 6726
V940 = 2235
V944 = 459
V945 = 3105
V948 = 2237
V950 = 5V38
V952 = 24238
V954 = 3V106
V956 = 24239
V960 = 8V15
V961 = 31
V963 = 31107
V964 = 2241
V968 = 222
V972 = 18v3
V975 = 5V39
V976 = 4V61
V980 = 1445
V981 = 3V109
V984 = 2246
V988 = 2247
V990 = 3110
V992 = 462
V996 = 2249
V999 = 3111
V1000 = 10V10



Datenblatt: Mafl3e und Umrechnungen

Lange:

Umrechnung km m dm cm mm

km a 1.000 10.000 [100.000 [1.000.000
m :1000 a1 10 100 1.000

dm :10000 :10 a1 1o 100

cm 100000 :100 :10 a 10

mm :1000000 :1000 :100 :10 1

Flache:

Umrechnung |km® ha a m* dm’ cm’

km? a 100 [10.000 [1.000.000 [100.000.000 | [10.000.000.000
ha :100 a 100 10.000 [1.000.000 100.000.000
a :10000 :100 1 100 10.000 [1.000.000
m’ :1000000 :10000 :100 1 100 10.000
dm? :100000000 |:1000000 :10000 :100 1 100

cm’ :10000000000 |:100000000 |:1000000 :10000 :100 a
Volumen:

Umrechnung  |km® m° dm® =1 cm® = ml

km® a [1.000.000.000 |[1000.000.000.000 |[1.000.000.000.000.000
m° :1000000000 1 [1.000 (1.000.000

dm® =1 :1000000000000 :1000 1 [1.000

cm® = ml :1000000000000000 |:1000000 :1000 1

Gewicht:

Umrechnung t kg g mg

t 1 [1.000 [1.000.000 [1.000.000.000
kg :1000 a 1.000 [1.000.000

g :1000000 :1000 n 1.000

mg 1000000000 :1000000 :1000 a

Zeit:

Umrechnung Tag h min sek

Tag 1 24 1.440 (86.400

h [0,0416667 1 60 (3.600

min [0,000694444 [0,016667 a B0

sek [0,0000115740 [0,00027777 [0,016667 a




Datenblatt: Gleichungen

Gleichungen bestehen aus zwei durch ein Gleichheitszeichen verbundene Terme (linke, rechte
Seite der Gleichung; Term 1 = Term 2), von denen mindestens einer eine Variable (Unbekannte) x
enthalt. Gleichungen konnen (gegebenenfalls) mit Gleichungsumformungen (mit Term-
umformungen) nach der Variable umgeformt bzw. aufgelést werden. Gleichungen sind da definiert,
wo beide Terme definiert sind (Definitionsbereich der Gleichung). Die Losungsmenge einer Glei-
chung umfasst die Unbekannten, die die Gleichung I6sen. Nach den in der Gleichung vorliegenden
Termen werden Gleichungen linear, quadratisch, ..., Potenz-, Exponentialgleichungen oder trigo-
nometrische Gleichungen genannt (Typen von Gleichungen). Im Folgenden seien alle Unbekann-
ten x und Koeffizienten reell.

Lineare Gleichungen sind Gleichungen mit der Variablen x, die der Form:

ax+b=0

mit den Zahlen a, b gentigen. Die Lésung der linearen Gleichung ist fir a # 0 dann:

X=—-—
a

Die lineare Gleichung ax + b = 0 entspricht damit grafisch der Nullstelle einer Geradeny = ax + b
mit Steigung a und y-Achsenabschnitt b.

Quadratische Gleichungen sind von der Form:

ax® +bx+c=0

az0,b=0 a=1l,b=p,c=q
ax’*+c=0
ax’ =—c X2 + px+q =0
2 C 2
Xt =- P, (P
a =—-T+ L -
S Y
c
X=+ [-=
a
Rein quadratische Gleichung: Gemischt quadratische Gleichung (p-g-Formel):

.. . C 2
0 Losungen (bei _5<0)’ D= (pJ —q als Diskriminante -> 0 Losungen (bei

2
D<0)
2 Losungen (bei —¢>0) 1 Lésung (bei D=0)
a 2 Losungen (bei D>0)

1 Lésung (bei ¢=0),

Quadratische Gleichung hat die Form:
(x=%)*=0
(bei 1 Losung X = X,),

(X=%)(X=%) =0
(bei2Lsg. x=x, X=X,)

Quadratische Gleichungen

Bruchgleichungen sind Gleichungen mit der Variablen x, die Briche enthalten. Bruchgleichungen
einfacher Art konnen auf lineare und quadratische Gleichungen zurtickgefiihrt werden durch: 1)
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Definitionsbereich, Umstellen/Vereinfachen der Bruchgleichung (Kirzen von Brichen, Additi-
on/Division/Multiplikation von Zahlen), 2) Multiplikation der Bruchgleichung mit dem Hauptnenner
aus den vorkommenden Briichen, 3) Ausmultiplizieren der mit Nennern bzw. Hauptnenner malge-
nommenen Terme (Summen, Differenzen), 4) Sortieren nach x2, x und einfachen Zahlen, z.B.
durch Addition und Subtraktion von Summanden zur Erzeugung einer Null auf einer Seite der Glei-
chung, 6) Auflésen der so erhaltenen linearen und quadratischen Gleichung nach x, z.B. mit Hilfe
der p-g-Formel, 7) Probe (Vergleich vorlaufige Lésungsmenge-Definitionsbereich).

Beispiele (lineare Gleichungen):

a)lax—-7=21
14x = 28

X=2
b)3x-2=2x-3
3x=2x-1

x=-1

C) 2(x+4) = 3(x-1) + 2
2X+8=3x—-3+2

2Xx+8=3x-1

2X=3x-9

-Xx =-9

Xx=9

1 1 1 1 5
d -(2x+=-)==(X—-=)—-—
)8( 2) 2( 4) 16

L _gx-1y
22x+ ) =8(x~) =5

4x+1=8x-2-5

4x+1=8x—-7
4x + 8 = 8x

8 = 4x

X=2

Beispiele (quadratische Gleichungen):

a) (Rein quadratische Gleichung:)
4x* + 5= 2x* +23

2x*+5=23

2x*=18

x*=9

X =43

b) (Gemischt quadratische Gleichung:)
X*—4x+4=0

2
x=——4w_L (—4J -4

2 2
X=2++4-4
Xx=2+0
X=2

) xX*+x-2=0

_ Loy
X, = 2i [2) (-2

| +7

| :2

(Lésung) / Loésungsmenge L ={2}
| +2

| -2x

(Losung) / Losungsmenge L ={-1}
(Ausmultiplizieren)

(Addieren)

| -8

| -3x

| -(-1)

(Lésung) / Loésungsmenge L ={9}

| -16 (Hauptnenner)

(Ausmultiplizieren)
(Zusammenfassen)

| +7

| -4x

| :4

(Lésung) / Loésungsmenge L ={2}

X2

| -2
| -5
| :2
|V
(Losungen) / Losungsmenge L = {-3;3}
(p-g-Formel)

(Ausrechnen)

(Ausrechnen)
(Ausrechnen)
(Lésung) ) / Losungsmenge L ={2}

(p-g-Formel)

(Ausrechnen)
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I+
+
N

!_‘><
N
|
|

NN

I+

N w

Xip =~
X1 = -2, Xo
d) 32x* + 96x -128 = 0
X*+3x—4=0

3. /9

Xl,2 =_§i Z+4

X
N
I
[
NlFR NP NI
I+
Mlo©

)(1 :—§+
,2 2_

S
2
X1=-4,X2=1

e) 1y +X+2=2(3x—4)
2 10

5x? + 10x + 20 = x(3x-4)
5x% + 10x + 20 = 3x® — 4x
2x% + 10x + 20 = -4x

2x* +14x +20=0

X*+7x+10=0
7 |49
X1,2_ Ei Z 10
-7, 9
%2 =755,
1,3
%2 7755

X; = -5, X2='2

Beispiele (Bildung von Hauptnennern):

a) Nenner: x, x+1 -> Hauptnenner: x(x+1)
b) Nenner: 2x, 4x, 16x, Hauptnenner: 16x

(Ausrechnen)

(Ausrechnen)

(Ausrechnen)

(Lésungen) / Loésungsmenge L ={-2;1}

| :32
(p-g-Formel)

(Ausrechnen)

(Ausrechnen)

(Losungen) / Losungsmenge L ={-4;1}

| - 10 (Hauptnennermultiplikation)
(Ausmultiplizieren)

| -3x

| +4x

| :2

(p-g-Formel)

(Ausrechnen)

(Ausrechnen)

(Ausrechnen)

(Lésungen) / Lésungsmenge L ={-5;-2}

c) Nenner: x-4, 2x-8, 12-3x -> Faktorisieren: x-4, 2(x-4), -3(x-4) -> Hauptnenner: 6(x-4)

d) Nenner: x>-9, x+3, 3x+9 -> Faktorisieren: (x-3)(x+3), x+3, 3(x+3) -> Hauptnenner: 3(x-3)(x+3)
e) Nenner: x*+4x+4, x+2 -> Faktorisieren: (x+2)?, x+2 -> Hauptnenner: (x+2)?

f) Nenner: 2x-2, 4x+4, x*-1 -> Faktorisieren: 2(x-1), 4(x+1), (x-1)(x+1) -> Hauptnenner: 4(x-1)(x+1)

Beispiele (Bruchgleichungen):

10+x x+4 _1_ X+3
24x 12X 8x
10% X gy - X4 pay = 1 mpax - X3 rpax
24X 12x 8x

(10+x) — 2(x+4) = 24x — 3(x+3)
10+x — 2x-8 = 24x — 3x-9

2-X = 21x-9

2 =22x-9

11 =22x

1
X==
2
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| -24x (Hauptnennermultiplikation) / D = R\{0}

(Kdrzen)

(Ausmultiplizieren)
(Zusammenfassen)
| +X
| +9
| :22

(L6sung) / Losungsmenge L = {%}



| - (x+1)(x-1) (Hauptnennermultiplikation) /
D = R\{-1, 1} (Definitionsbereich)

3 [(x+D)(x—-D) =2(x+DH(x-1) - 1 [(x+1)(x—-1) (Kirzen)

x+1 x-1

3-(x-1) = 2-(x+1)(x-1) — (x+1) (Ausrechnen: 3. binomische Formel)
3-(x-1) = 2:(%-1) — (x+1) (Ausrechnen)
3x-3 = 2x°-2 —x-1 (Sortieren, Zusammenfassen)
3x-3 = 2x* —x -3 | +3
3x = 2x%-x | -3x
0 = 2x? -4x |:2
x> —2x=0 (p-g-Formel)
2

X= _=2 + (—Zj -0 (Ausrechnen)

2 2
Xx=1+4/1 (Ausrechnen)
x=1=x1 (Ausrechnen)
X1 =0,X% =2 (Lésungen) / Loésungsmenge L = {0; 2}
) 2——; ! =1+ 4 (Faktorisieren)

X“+4x x x+4

1 1 4 o

- =—+ | x(x+4) (Hauptnennermultiplikation) /
X(x+4) x x+4
D = R\{-4,;0} (Definitionsbereich)
2X(x+4) - X(x +4) =1x(x+4) + 4 X(x+4) (Kurzen)
X(x +4) X X+4
2X(X+4) —-1=(x+4) +4x Ausmultiplizieren
2x* +8x-1=5x+4 |-5x
2x° +3x-1=4 -4
2x* +3x-5=0 |:2
5
x*+=x-==0 -g-Formel
5% 5 p-q
2
X=—§i 3 £ =—§i 9 - —Eiz (Ausrechnen)
4 4 2 4 V16 4 4

X= —g , Xx=1 (Losungen) / Losungsmenge L = {-2,5;1}

3x* +11x-15 _ x-2  x+1 .
d) > = - (Faktorisieren:
3x° =75 2x-10 3x+15

3x% — 75 = 3(x*-25) = 3(x-5)(x+5)
(3. binomische Formel)
2x — 10 = 2(x-5)
3x+15 = 3(x+5))
3x*+11x-15 _ x-2 _ x+1
3(x=-5)(x+5) 2(x-5 3(x+5)

| -6(x-5)(x+5) (Hauptnenner:

3(x-5)(x+5)
2(x-5)

3 (x+5)
6(x-5)(x+5)

Definitionsbereich: Nebenrechnung ->
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6(x-5)(x+5) =0

x-5=0,x+5=0
x=5, x=-5
-> D = R\{-5;5})
(3x* +11x —15) [B(x — 5)(x + 5) _ (x=2)[B(x-5)(x+5) (x+1)B(X-5)(x+59) (Kiirzen)
3(x=5)(x+5) 2(x-5) 3(x+5)
(3x* +11x-15)[2 = (x—2) Bx+5) - (x +1) 2[[x—-5) (Klammern auflésen)
6x° +22x — 30 = 3[[x* +5x —2x —-10) - 2[{x* - 5x + X —5)
6x° +22x—30 = 3x* +15x - 6x — 30— 2x* +10x — 2x+10 (Zusammenfassen)
6x° +22x—30= x> +17x-20 | -x2, -17x, + 20
5x* +5x-10=0 | :5
x*+x-2=0 (p g-Formel=
X=—111/1+ =—111/ —= \/7 —+— (Ausrechnen)
2 V4 2
1 3 1 3
X=—-—=—-—===-2, X=—-—=+—-=1 Lésungen) / Losungsmenge L = {-2, 1
22 >t ( gen) g g {-2, 1}
2
e) XTH3X+2 | SX = 3 (Faktorisieren:
(Bx+D(x-1) 6x+2 2x-2
6x+2 = 2(3x+1)
2x-2 = 2(x-1))
2
XTH3x+2 X = 3 | -2(3x+1)(x-1) (Hauptnenner:
(Bx+Dh(x-1) 2(3x+1) 2(x-1
(3x+1)(x-1)
2(3x+1)
2 (x-1)
2(3x+1)(x-1)
1

Definitionsbereich -> D = R\{_E 1D

(X* +3x+2)2(3x+1)(x-1) _ Sx[2(3x+1)(x-1) _ X[2(3x+1)(x—-1)

= (Kdrzen)
(3x+1)(x-12) 2(3x+1) 2(x-1)
(x* +3x+2)[R-5x[x—1) =3x(3x+1) (Klammern auflésen)
2X° +6x+4—-5x* —5x = 9x* + 3x (Zusammenfassen)
—3x% +11x + 4 = 9x* + 3x | +3x7, -11x, -4
0=12x*-8x—-4 | :12
x? _2 X . 0 (p-g-Formel)
3 3
1 /11 1 (1 3 1 (4 1 2
X=—% |—+t—=—F |—F+—=—=F [—=—F— (Ausrechnen)
3 V9 3 3 V9 9 3 V9 3 3
1 2 1 1 2
X==——=—-=, X=—+—-=1 Losungen) / Lésungsmenge L =
3 3 3 3t3 ( gen) g g {

(Beide vorlaufigen Losungen sind nicht in

D= R\{-%, 1} enthalten.)

Michael Buhlmann, Mathematik fiir Realschuler
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Aufgabenblatt: Lineare Gleichungen

1. Lose die folgenden linearen Gleichungen:
a)2x+17=21
b) 14 + 2x =11 - 7x

c) Zx+5:§x—6
3 4
d) 61-(5x+2)+(x—-7) =8x—-20
€)4x+13-7x=20-5x + 31
f) 5(x+3) = 25 + 7(2—x)

g) 4(x-1) — (2x+3) = 3(3x+1) — 38
h) 15 - 2(x-8) = x + 7(17-2X)

i)%(x+3):%(2—x)+%x

VLol 15

1)8(2X+2)—2(X 4) 16

k) 0,3(4-5x)—0,5(6-7x) +0,7(8—9x) =1,1—4x

N Y3x—2(4x+3) +7] —2[5(x+9) -6x+1] =3(5-8x) +2x-119

Lésungen: 1a) 2 / 1b) -1/3 / 1c) Hauptnenner = 12 -> 8x+60=9x-72 -> 132 /1d) 6/ 1e) 19/ 1f) 2/1g) 4/
1h) 8 / 1i) Hauptnenner = 12 -> 6(x+3) = 3(2-x)+2x -> -12/7 /
1j) Hauptnenner = 16 -> 2(x+0,5)=8(x-0,25)-5 -> 2/ 1k) 9/ 1I) 1.
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Aufgabenblatt: Quadratische Gleichungen

1. Lose die folgenden quadratischen Gleichungen:
a) x* =729

b) 16x* — 144 =0

) 4x* +31 =76 — x°
d)x*+3x—-10=0
e)x*+8x—-33=0
f)x*=33x+272=0
g)x*—3,6x+1,28=0
h) x* + 5x = 6
)4x?—4x+1=0

j) 4x = 8x2

k) 5x° + 87x — 506 = 0
) 14 = 9x* — 15x

m) X(X—7) :%(7—x)

n) 0,5x* +2x—6=0
0) 3x* = 5x — 2

) %x(2x+3) :§(3x—1) +5

2. Lose die folgenden quadratischen Gleichungen:
a) (x—4)* + (x-7)*= 29

b) (x+4)* — (x-5)* — (x-1)* = 14x — 1

c) (2x+1)% — (2x-1)* = (2x-1)(2x+1) + 1

d) 2(x=3)% — 3(x=5)? — 4(x=7)?> - (3x=5) = 0

e) (x-2)(x+2) + 2(x—4)? = x(x=11) + 35

f) -2(x=3)% + (x=3)(x+5) = 5(-3+5x)

g) 2X(x=4) + 17 + 4x = -(x+1)(x=1) + (x+2)?

h) 2(2x=5)(3x+4) — (2—-3x)* = (x+3) + 67

i) %(x—3)2+%(x—1)2 :g
) (X=D(x+1) _,_(X‘Z)2 _ (x+D)? _ay 2t
4 2 2
K X(x=5) | (x+4)? _X(x+5) _ x> —37
6 3 2 6

2( 1) 3 3} 3
) S[x-2] -2fax+2| =2
307 2) 4 5) 100

Lésungen: 1a) -27; 27/ 1b) -3;3/ 1c) -3; 3/ 1d) -5; 2/ 1e) -11; 3/ 1f) 16; 17/ 1g) 0,4; 3,2/ 1h) -6; 1 / 1i)) 0,5/

1j) 0; 0,5/ 1k) -22; 11,5/ 1l) -2/3; 7/3 1m) x?-6,5%-3,5=0 ->-0,5; 7 / 1in) -6; 2/ 102 2/3;1/1p) -2,3: 2.

2a) 2x°—22x+36=0 -> 2; 9 / 2b) x*-6x+9=0 -> 3 / 2¢) 4x* — 8x = 0 -> 0; 2 / 2d) -5x°+71x-248=0 -> 6,2; 8 /

2e) 2x°-5x-7=0 -> -1; 3,5 / 2f) —x*-11x-18=0 -> -9; -2 / 2g) 2x*-8x+12=0 -> keine Losung / 2h) 2x*-8x-120=0 -> -6; 10 /
2i) Hauptnenner = 6 -> 5x*-18x+16 =0 -> 1,6; 2 / 2j) Hauptnenner = 4 -> X?=16 -> -4; 4 2k) Hauptnenner = 6 ->
6Xx°—29x-5=0-> -1/6; 5 / 2I) Hauptnenner = 300 -> -700x°~740x—40=0 -> -1; -2/35.
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Aufgabenblatt: Bruchgleichungen

1. Lose die folgenden Bruchgleichungen:

1 1 x
a) —-—==
X 4 8
y L 4_1 19
10x 5x 4x 20
0 X, X+7 :3(x—2)
2 2x-4 8
d) 1 —i:ﬁ
X+2 x-4 4
e) 1+ - 216 =0
Xx—4 x°-16
f 4 N 2 _ 22
x-1 x+1 x°-1
)x+3_ 15 _ 2x+1
g X X% +3x X+3
) 3(x-2 _1_(x-1?
X+2 X Xx*+2x
2 _ fy—
) 3x° —4x 15:3_)(
x-=1
18 1-10x 8x
= +

D (x+2)(x-3) 3x+6 2x-6

K 3(x+3)_2x+5+5x+2
(x+2)> 2x+4 x+2

X* +25x+100 _ 2x+3  x-6
2x?+20x+50 x+5 2x+10

Lésungen: 1a) Nenner: x, 4, 8 -> Hauptnenner = 8x -> D=R\{0} -> X*+2x-8=0 -> L={-4; 2}/

1b) Nenner: 10x, 5x, 4x, 20 -> Hauptnenner = 20x -> D=R\{0} -> -14=5-19x -> L = {1} /

1c) Nenner: 2, 2(x-2), 8 -> Hauptnenner = 8(x-2) -> D=R\{2} -> 4x*-4x+28=3x*-12x+12 -> L={-4} |

1d) Nenner: (x+2), (x-4), 4 -> Hauptnenner = 4(x+2)(x-4) -> D = R\{-2; 4} -> 5x°-6x-8=0 -> L = {-0,8; 2}/
1le) Nenner: (x-4), (x-4)(x+4) -> Hauptnenner = (x-4)(x+4) -> D=R\{-4; 4} -> X*+8x=0 -> L={-8; 0}/

1f) Nenner: (x-1), (x+1), (x-1)(x+1) -> Hauptnenner = (x-1)(x+1) -> D:R\{Z-l; 1} -> 6x+2=2 -> L ={0} /

1g) Nenner: x, X(x+3), (x+3) -> Hauptnenner = x(x+3) -> D=R\{-3; 0} -> x +6X-6=-2X°-X -> L={2/3}/

1h) Nenner: (x+2), X, X(x+2) -> Hauptnenner = x(x+2) -> D=R\{-2; 0} -> 3XC-7x-2=x2-2x+1 -> L={-1/2; 3}/
1i) Hauptnenner = (x-1) -> D=R\{1} -> 4x*-8x-12=0 -> L={-1; 3} /

1j) Nenner: (x+2)(x-3), 3(x+2), 2(x-3) -> Hauptnenner = 6(x+2)(x-3) -> D = R\{-2; 3} -> 4x*+110x-114=0 -> L = {-28,5; 1}/
1k) Nenner. (x+2)%, 2(x+2), (x+2) -> Hauptnenner = 2(x+2)? -> D=R\{-2} -> 12x*+27x=0 -> L = {-2,25; 0} /
11) Nenner: 2(x+5)?, (x+5), 2(x+5) -> Hauptnenner = 2(x+5)? -> D=R\{-5} -> 2x°+2x-40=0 -> L={4}.
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Datenblatt: Lineare Gleichungssysteme

Ein lineares Gleichungssystem mit 2 Gleichungen und 2 Unbekannten habe die Form:

X1 + aoX, = by (1)
Ax1X1 + AxX, = by (2)
mit den reellen Variablen xi, X,, den reellen Koeffizienten ay;, ... ax und reellen Ergebnissen (rech-

ten Seiten) b,, b,. Das lineare Gleichungssystem hat dann entweder keine Ldsung, eine Ldsung
oder unendlich viele Losungen. Zur Bestimmung der Variablen x; und x; gilt Folgendes:

Lésen von linearen Gleichungssystemen mit zwei Glei chungen und zwei Unbekannten

Gleichsetzungsverfahren: Beide Gleichungen (1) und (2) werden nach derselben Variablen aufgel6st, die
zwei Ausdricke gleichgesetzt, die daraus entstandene Gleichung nach der anderen Variablen aufgeldst, die
Lésung in eine der nach der ersten Variablen aufgelosten Gleichung einsetzen, um die zweite Variable zu
errechnen.

Einsetzungsverfahren: Eine Gleichung nach einer Variablen auflésen, Variable in die andere Gleichung ein-
setzen, Lésung dieser Gleichung ermitteln, Losung in die Gleichung fir die aufgeldste Variable einsetzen.

Additionsverfahren: Hier fuhrt die Addition des Vielfachen einer Gleichung zu der anderen zur Elimination
einer Variablen. Die zweite Variable kann bestimmt werden, Einsetzen in eine der Ursprungsgleichungen

fuhrt zur Bestimmung der anderen Variablen.

Beispiele:
a) (Gleichsetzungsverfahren:)

X+y=24
4x - 2y =-120

I'| -x (Auflésen nach y)
Il

y=24—-X
4x - 2y =-120

I
II'| -4x (Auflésen nach y)

y=24-x
-2y =-120 — 4x

|:(-2)

y=24—-X
y =60 + 2x

I
Il (Gleichsetzen | = 11)

y =24 -x
24 — x =60 + 2x

| +x

y=24-x
24 =60 + 3x

| -60

y=24—-X
-36 = 3x

|:3

y=24—-X
x=-12

I
Il (Einsetzen von x in 1)

y =24 —(-12) = 24+12 = 36
x=-12

b) (Additionsverfahren:)

5x+4+2y =10
4x-3+3y=-1

Losung: x=-12, y=36 -> L={(-12;36)}

| -4
| +3

Bx+2y=6
4x + 3y =2

I']-3 (Vorbereitung zur
| -(-2) Elimination von y)

15x + 6y = 18
-8x -6y =-4

la (Ersetzen durch I)
[I (Addition | + II)

Bx+2y=6
7x=14

|
| :7

Bx+2y=6
X=2

I
Il (Einsetzen von x in I)

Michael Buhlmann, Mathematik fiir Realschuler
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=2
2y =-4 | :2
X=2
y=-2
X=2 Losung: x=2, y=-2 -> L={2;-2)}
c) (Einsetzungsverfahren:)
2x+4y =8 I
-X+3y=1 -3y
2x+4y =8
x=1-3y |-(-1)
2x+4y =8 I
x=-1+3y Il (Einsetzen von x in I)
2:(-1+3y) +4y =8 I
Xx=-1+3y I
-2+6y+4y=8 | +2
Xx=-1+3y
10y =10 | :10
x=-1+3y Il (Einsetzen von y in II)
y=1 | (Einsetzen von y in II)
Xx=-1+3y I
y=1
X=-1+43-1=2 Losung: x=2, y=1 -> L={(2;1)}

16
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Aufgabenblatt: Lineare Gleichungssysteme

1. Lose folgende lineare Gleichungssysteme:

a) y=5x-3
y=2x+3
b) 2x+3y=5
4x -3y =1
C) y=2x+4
3x—-2y=-18
d x=2y+11
Xx=-3y—-14
e) -x—2y=18
2x — 5y =36
f) x+4y=10
3x—-10y =19

9) 3:(xy)+4(y+1) =17
3:(x-3)—2:(y-x) =9

h) 15x—(7y+x)=7
13x—2(7y—x) =1

i) §+X:2§
2 6 6
§+X:3
3 4

. Xy
_+_:9

) 378
X_y__2
9 10 5

k) x+2(y+2)=12
Sx+4-3y-1=-3

)  5(y-1)-3(x=7)=1

2 20+ x
—VvV+ :1
3 3
2
X+3
-6=
y 5
X—3
= +1
n) 5 y
2X75 _10(y-1) =16

Lésungen: 1a) x=2, y=7 / 1b) x=1, y=1/ 1c) x=10; y=24 / 1d) x=1, y=-5/ 1le) x=-2, y=-8 /
1f) x=8, y=0,5/ 1g) x=4, y=1/ 1h) x=1, y=1/ 1i) x=3, y=8 / 1j) x=18, y=24 / 1k) x=2, y=3/
1l) x=-5, y=-6 / 1m) x=2, y=7 / 1n) x=4, y=-0,5
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Datenblatt: Geraden

Eine Gerade y = mx + b besitzt die Steigung m und den y-Achsenabschnitt b, d.h.:

A
y
y=mx+b
y=mx+b=0 m
. —
b X

Es gilt: S,(0|b) ist y-Achsenabschnittspunkt der Gerade (Schnittpunkt mit der y-Achse), N(xx|0)
Nullstelle der Geraden (Schnittpunkt mit der x-Achse) auf Grund von: mxy + b =0, d.h.:

X_—b
Nm

Die Steigung der Geraden errechnet sich mit zwei Geradenpunkten P(x:]y1) und Q(x.|y.) als:

m = Yo%

X=X

Zu einer Geraden g: y = mx + b gehdort der Steigungswinkel a mit:

tana =m < a =tan™"(m)

Schneiden sich die Geraden g: y = myx + b; und h: y = myx + b,, so gibt es einen Schnittpunkt. Der
Schnittpunkt S ist durch Gleichsetzen der Geraden zu ermitteln:

m;x + by = myx + by => S(xslys)

Die Bestimmung einer Geradengleichung y = mx + b erfolgt tUber:

a) m, b gegeben ->y =mx +b

b) m, P(x4|y.) gegeben ->b=y; —mx; ->y=mx +b

c) P(x1]y1), Q(X2]y2) gegeben -> lineares Gleichungssystem: y;=mx;+b, y,=mx,+b -> m, b ->
y =mx +b

Beispiele (Geraden):

a) Die Gerade g mit Steigung 2 und y-Achsenabschnitt -8 heil3t: g: y = 2x — 8.
b) Die Gerade g durch den Punkt Sy(0|7) und mit der Steigung -12 heif3t: g: y = -12x + 7.
c¢) Die Gerade g durch den Punkt P(4[1) und mit der Steigung -4 heil3t: g: y = -4x + 17.

18
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d) Die Gerade g durch die Punkte P(1]|2) und Q(3|4) heil3t: g: y =x + 1.
e) Die Gerade g: y = -2x + 5 hat als Schnittpunkte mit den Achsen: S,(0|5], N(2,5|0). Der Stei-
gungswinkel der Geraden betragt: a = tan™(2) = 63,43°.

Beispiele (Schnittpunkt von Geraden):

y h:y = mpx +b,

v

/

a) Fur die Geraden g: y = 2x — 5 und h: y = -3x + 7 ergibt das Gleichsetzen:

2X-5=-3x+7 | +3x
5x-5=7 | +5
bx =12 | :5

Xx=2,4

Einsetzen von x = 2,4 in die Gerade g fiuhrt auf: y = 2-2,4 — 5 = -0,2. Der Schnittpunkt der beiden
Geraden g und h lautet also: S(2,4]-0,2).

b) Fir die Geraden g: y = 3x +2 und h: y = 4 + 3x ergibt das Gleichsetzen:

3X+2=4+3x | -3x
2=4

und damit einen Widerspruch. Die Geraden schneiden sich also nicht und sind parallel.
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Aufgabenblatt: Geraden

1. Zeichne die folgenden Geraden in ein rechtwinkliges x-y-Koordinatensystem.

ay=3x+1 b)y=-2x+5 c)y=05x-4
3 2

dy=—x e)y=——x+4 Hy=7-x

)y 4 )Y 5 )Y

2. Bestimme die jeweilige Funktionsgleichung der Geraden 1 bis 6.

10 1

Kastchenbreite/-hohe: 1 LE

3. Zeichne die folgenden Geraden in ein rechtwinkliges Koordinatensystem. Berechne die Schnitt-
punkte der jeweiligen Geraden mit den Achsen des Koordinatensystems.

a)y=4x-3 b)y=j’x+1 c)yz—éx

dy=-3x+10 e)y=x+2 fly=12-3x
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4. Welche Punkte liegen auf welchen Geraden?
a) P(4]-2),y =4x - 18 b) Q(0]2),y = 0,75x + 2 c) R(-1]-1),y=6x—-2
d) S(-2|9),y=-3x + 3 e) T(3]-4),y = —;x -3 f) U(144]-89),y = éx —213

5. Bestimme die Geradengleichungen.

a) P(4|3), m=2 b) P(-1|3), m=-0,5 c) P(-2|-4), m = %
d) P(2]-2), Q(618) e) P(-4|0), Q(2[1) f) P(2|5), Q(5]2)
6. Bestimme die parallelen Geraden durch den Punkt P.
a)y =3x +2, P[7) b) y = -2x + 5, P(-1|0) 0Q)y= -% X + 2, P(4]5)
d)y=5—x P(-2[3) e)y = %x, P(0]-4) fly= —gx +3, P(10]-1)
7. Bestimme den Schnittpunkt der Geraden g und h.
a)g:y=4x, h:y=3x+1 b)g:y=10-2x,h:y=4
c)g:y=x—7,h:y=ix dgy=2x+1,hy=-2x+7

10
e)g:y=%x+2,h:y:%x+1 f)g:y=}x+5,h:y=-2x—7

4

09)g:y=3x-5hy=-4x-12 h)g:y=5x+4,h:y=05x-5

Lésungen: 1) y-Achsenabschnittspunkt Sy(0]|b), Steigungsdreieck m an Sy -> Gerade y=mx+b.

2) 1: y=x+4 | 2: y = 6-0,5x / 3: y=2x/3+3 [ 4: y=2x-4 | 5: y=-1,5x | 6: y=x/5-5.

3a) Sy(0]-3), N(0,75|0) / 3b) Sy(0]1), N(-4/3|0) / 3c) Sy(0]|0) = N(0]0) / 3d) Sy(0]10), N(10/3|0) / 3e) Sy(0]|2), N(-2|0) /
3f) Sy(0]12), N(4|0).

4a) ja/ 4b) ja/ 4c) nein/ 4d) ja / 4e) ja / 4f) nein.

5a) y=2x-5 / 5b) y=-0,5x+2,5 / 5¢) y=0,25x-3,5 / 5d) y=2,5x-7 / 5e) y=x/3+2/3 | 5f) y=-x+7.

6a) y=3x+4 / 6b) y=-2x-2 / 6¢) y=-x/3+19/3 / 6d) y=-x+1 / 6€) y=0,2x+4 / 6f) y=-5x/6+22/3.

7a) S(114) / 7b) S(3|4) / 7c) S(70/9|7/9) / 7d) S(1,5|4) / 7e) g || h/ 7f) S(-16/3|11/3) / 7g) S(-1]-8) / 7h) S(-2|-6).
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Datenblatt: Parabeln

Normalparabeln (mit dem Koeffizienten 1 vor dem x?) sind von der Form:

y = x2 + px + g (Normalform)
y = (x-d)* + ¢ (Scheitelform)

mit den Zahlen p, g und dem Scheitelpunkt S(d|c).

Normalform und Scheitelform kénnen ineinander Uberfiihrt werden vermdge der guadratischen
Erganzung:

2

2 2
y=x*+px+q=x*+ pH(EJ +q-[5pj =(X+§)2 +(q—p7),

2

so dass gilt: d = —g und ¢ = q__lil und damit:
2
X +px+q=>S(-Pg-P-
y pX +q (2|q 4)

Umgekehrt kann aus jeder Scheitelform die Normalform der Parabel gebildet werden mittels der
binomischen Formein:

y=(x=d)y’+c=x*-2dx+d*+c=x*+px+q
mit: p = -2d, q = d® + c.

Nullstellen, d.h. Schnittpunkte der Normalparabel mit der x-Achse, sind Losungen der Gleichung
y =0, also:

y=0
X*+px+q=0

2
:—£+ E —_
S Y

=> N1(x1|0), N2(x2|0)

2
gemal der p-g-Formel. Je nach Diskriminante (D = (g) —-q, unter der Wurzel der p-g-Formel)

gibt es keine (D<0), eine (D=0), zwei Nullstellen (D>0). Existieren die beiden Nullstellen der Nor-
malparabel, so ergibt sich der Scheitelpunkt S(d|c) aus:

X1, Xo Nullstellen => d =¥, c=d?+ pd+q,

d.h.: der Scheitelpunkt liegt in der Mitte zwischen den Nullstellen auf der Parabel.

Der y-Achsenabschnitt bzw. der y-Achsenabschnittspunkt, d.h. der Schnittpunkt der Normalparabel
mit der y-Achse, folgt aus x = 0, also:

x=0=>y=q=>Sy(0|q)

Normalparabeln y = (x—d)? + ¢ ergeben sich aus der Grundparabel y = x* durch Verschiebung des
Scheitelpunktes im Ursprung O(0|0) um d nach rechts (d>0) bzw. links (d<0) und nach oben (c>0)
bzw. nach unten (c<0) zum Scheitelpunkt S(d|c).
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Scheitelpunkt, Nullstellen, y-Achsenabschnitt einer Normalparabel sind dann:

10
8-
R -2
6 x=-yt (zj |
4: NZ(X2|0)
__p_|(pY_ :
X = 2 (2) q 2:
N1(x1|0) S(O4glys) i v
L L L L |‘ | ‘ |
4 -3 2 -1 1 2 3
-2 +«— S§(0|q)

Allgemeine Parabeln mit Scheitelpunkt S(0|c) auf der y-Achse sind von der Form:

y = ax? + ¢ (Normalform, Scheitelform)

(a#0).
Der y-Achsenabschnittspunkt ist der Scheitelpunkt S(0|c), die Nullstellen errechnen sich als:
y=0
ax*+c=0
ax’=-c
x2=-C
a
X, =% -
2= 3

Je nach Diskriminante (D = —E, unter der Wurzel) gibt es keine (D<0), eine (D=0), zwei Nullstel-
a
len (D>0).

Bei der Wertetabelle zur Parabel y = ax® + ¢ ergeben sich gleiche y-Werte fiir betragsméRig glei-
che x-Werte (£1, +2, ...), also:
Xx|-41-3|-2|-1|10]1|2]| 3| 4
yIyalyslyzlyilclyilyz2lyslya

Normalparabeln der Form y = x*+px+q sind nach oben geéffnet, ebenso allgemeine Parabeln der
Form y = ax’ + ¢ mit a>0. Normalparabeln der Form y = -x*+px+q sind nach unten geéffnet, eben-
so allgemeine Parabeln der Form y = ax® + ¢ mit a<0.
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Durch Gleichsetzen der entsprechenden Kurvengleichungen lassen sich die Schnittpunkte zwi-
schen Parabel und Gerade bzw. zwei Parabeln ermitteln, also:

y=x2+px+q,y=mx+b=>x*+px+gq=mx+b
y=ax’+c,y=mx+b=>ax*+c=mx+b
(Parabel, Gerade)
VX2 HpX+ Yy =X +IX+S=>X+pxX+q=X+rIX+S
yzaxt+c y=xt+rx+s=>ax’+c=x>+rx+s
(zwei Parabeln)
Lineare oder quadratische Gleichungen ergeben dann die x-Koordinaten des bzw. der Schnitt-

punkte; die y-Koordinate des bzw. der Schnittpunkte ermittelt sich durch Einsetzen der x-
Koordinate in eine Parabel- oder Geradengleichung.

Die Bestimmung der Parabelgleichung y = x* + px + q erfolgt tiber ein lineares Gleichungssystem,
wenn zwei Punkte P(x1|y:1) und Q(x,]y.) auf der Parabel gegeben sind. Es gilt:

Y1=X12+pxl+q
Y2=X"+pX2+ (

Das lineare Gleichungssystem ist nach p und q aufzulésen.
Gleiches gilt fir Parabeln der Form y = ax® + ¢ und den Parabelpunkten P(x;|y;) und Q(x,]ys):

yi=ax’+c¢
y2=ax,’ +¢

Das lineare Gleichungssystem ist nach a und ¢ aufzulésen.

Beispiele (Parabeln):

a) Die Parabel y = 2x* + 81 kann geschrieben werden als y = 2(x+0)? + 81 und besitzt daher den
Scheitelpunkt S(0|81).

b) Die Parabel y = x> —6x = x* —6x +3° —3% = (x—3)* - 9 hat den Scheitelpunkt S(3]-9).

c) Es ergibt die quadratische Erganzung bei der nachstehenden Parabel

2 2 2 2
y=x°-x+2=x*-x+ Lo (E) sos(x-1) v2-t2(x-1) 403
2 2 2 4 2 4

den Scheitelpunkt S(1];3).
2 4

d) Die Parabel y = x* — 5x — 6 hat den Scheitelpunkt S(2,5|-12,25), die Nullstellen N(-1|0), N(6|0),
den y-Achsenabschnittspunkt S,(0|-6).

e) Die Normalparabel mit Scheitelpunkt S(-4|3) lautet: y = (x+4)* + 6 = x* + 8x + 19.

f) Die Normalparabel y = x* + px + q soll durch die Punkte P(-2]-15) und Q(3|-1) gehen. Zur Be-
stimmung der Parabel wird das folgende lineare Gleichungssystem aufgestellt:

P(-2]-15) => -15 = (-2) + p(-2) + q =>-2p + ¢ = -19

Q(3-1)=>-1=3"+p3+q=>3p+q=-10

Das Auflésen des linearen Gleichungssystems fuhrt auf:

2p+q=-19 I-(-1)

3p+q=-10 Il

2p-q=19

3p+q=-10 | (Addition | + 11)
2p-q=19

5p=9

2p-q=19

p=1,8 (Einsetzen von p = 1,8)
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2:1,8-q=19 |-3,6
p=18

-q=15,4 | -(-1)
p=1,8

g=-154

p=1,8

Die Parabelgleichung lautet damit: y = x* + 1,8x — 15,4.

g) Die Gerade g: y = 2x — 5 und die nach oben gedffnete Normalparabel mit Scheitelpunkt S(3|-2)

schneiden sich in den Schnittpunkten S;(2|-1) und S,(6|7), denn Gleichsetzen von Parabel- und
Geradengleichung ergibt mit der Parabelgleichung y = (x=3)? — 2 = xX>~6x+9—2 = X*—6x+7:

X*—6x+7=2x-5 | -2x
X*-8x+7=-5 | +5
X*—-8x+12=0 (p-g-Formel)
X, =4t\4*-12=4+J4=422 (Ausrechnen)
X1 =2, % =6 (Lésungen)

Einsetzen der x-Werte in die Geradengleichung ergibt: y; = -1, y, = 7 und damit die eben genann-
ten Schnittpunkte. Der Abstand der Schnittpunkte voneinander ist dann:

§S, =(6-2)° +(7-(-1)> =4 +8° = 8,94
(Satz des Pythagoras: P(x1]y1), Q(Xza|y2) ->

PQ =%, = %) 2+ (Y, - ¥,)?

als Abstand der Punkte P und Q).

: 1 : . ,
h) Die Parabel y =€X2 —6 hat als Achsenschnittpunkte: Sy(0]-6), N1(-6|0), N»(6|0). Die drei Punk-
te bilden ein gleichschenkliges Dreieck mit Flache A = gh/2 = 12-6/2 = 36 FE (Grundseite g=12,
Hoéhe h=6) und mit Umfang u = g + 2a = 28,97 (Schenkel a = S N, =8,49).
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Aufgabenblatt: Parabeln

1. Ordne die Parabelgleichungen a) bis f) einer Parabelkurve 1 bis 6 zu.

a)y=2x*-3 b)y = (x-3)*+ 4 c)y=-x*-3
dy=x*+3x+3 e)y=x*-8x+ 16 fly=x*+x-6

Kastchenbreite/-hdohe: 1 LE

2. Bestimme die Gleichung der Normalparabel y = x* + px + q aus dem Scheitelpunkt S(d|c).
a) S(4]-3) b) S(-3|-5) c) S(2|7) d) S(-2,5[5)

3. Bestimme den Scheitelpunkt der folgenden Parabeln.

a)y=x"+4 b)y=x*+3x—4 c)y=(x+15)°-45 dyy=x"-2x+12
e)y=(x-5)°+3 f)y=(x+2,3)*-1,8 g y=x*+9x+1 h)y = x* — 14x + 49

26 Michael Buhlmann, Mathematik fiir Realschiiler



4. Zeichne die folgenden Parabeln.
ay=x*-1,5 b)y=x*+5x -3 c)y=x*—2x+8 d)y=-§x2+1
e)y=x*-2,5x ly=x*+15x+45 g)y=(x+4)*-10 h)y = x* — 5x + 6,25

5. Fur die gegebenen Parabeln sind der Scheitelpunkt, die Nullstellen und der Schnittpunkt mit der
y-Achse zu bestimmen.

a)y =x*—10,24 b)y =-0,5x° + 8 C)y = (x+2,.5)° + 2 d)y=(x=3)7°-4
e)y=x*-5x+6 f)y=x*+0,5x-5 g)y=§x2+2 h)y=x?+4x + 6
)y=x*—2x-80 )y = (x+4,5)* - 25 K)y = (x=3,5)(x+1,5) )y =x*+13x

6. Bestimme die Gleichung der Normalparabel.

a)y=x*+5x+qmitP(1|8) b)y=x"+px—-11mitQ(-2|5) c)y=x*+ px + 2 mit R(4,5/18)
d) y = x* + px + g mit A(0|4), B(2|2) e) y = x* + px + g mit P(-2|1), Q(3,5/12)

f) y = x? + px + g mit A(-3|0), B(5|0) g) y = X% + px + q mit Q(-4]-24), R(-1,5|-20,25)

7. Berechne die Schnittpunkte zwischen den Parabeln.

a)y=x*+2,y=-x*+10 b)y=x*-4,y=0,5x*-3,5
C)y=x*+4x—-3,y=x*+2x + 11 dy=x*-x+5y=x*+2x+5
e)y=x*—7x+21,y=x*+3,5x f)y=(x-1)>+ 6,y = x> + 5x — 10,5
g) y= (x+5,5)?, y = (x-4)* + 52,25 h)y=x*+6x—-10.y=-x*+10
)y =x2+11x—2,y =332 + 12 j)y=(x+2)2+3,y=%x2+47
K)y=(x=4)>-10,y = x*—8x + 24 Ny= %x2+3, y= (x-5)?+ 3,5

8. Berechne die Schnittpunkte zwischen Parabel und Gerade.

ay=x*+x-12,y=-3x-7 b)y=2x*+5,y=4x+ 11
c)y=(x+1)*-3,y=-4 dy=x*+3x+1,y=-x-3
e)y=§x2+7,y:0,5x—3 f)y=x*-5x+8,25,y=2
gy=x*-3x-5y=2x-11 h)y=(x+0,5)2—5,y=-§x
y=(x-2)>+1,y=6x-20 Hy=x*+10x+10,y=5x+6
K)y=x*—13x+1,y=-10,1x Ny=-3x*+16,y=3x + 10

9. Gegeben ist die Normalparabel y = x* — 2x — 8.

a) Wie lautet der Scheitelpunkt der Parabel?

b) Wo schneidet die Parabel die x-Achse?

¢) Wo schneidet die Parabel die y-Achse?

d) Wie lautet die Gleichung der Geraden, die durch den y-Achsenabschnittspunkt und die positive
Nullstelle der Parabel geht?

e) Liegen die Punkte A(2|-8), B(-10|112) und C(6|12) auf der Parabel?

10. a) Wie lautet die Gleichung der nach oben gedéffneten Normalparabel, die den Scheitelpunkt
S(-2]-16) hat?

b) Wie lauten die Nullstellen der Parabel?

¢) Wo schneiden sich die Parabel und die Gerade mit der Gleichung y = 5x ?

d) Wie lautet die zur Geraden y = 5x parallele Gerade durch den Punkt P(6]10)?
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11. a) Bestimme die nach oben geéffnete Normalparabel, die durch die Punkte A(1]-16) und
B(10|11) geht.

b) Bestimme die Gerade durch die Punkte A und B.

c) Wie lautet der Scheitelpunkt der Parabel?

d) Wo schneidet die Parabel die x-Achse?

e) Wo schneidet die Gerade die x-Achse?

f) Wo schneidet die Parabel die y-Achse?

g) Wo schneidet die Gerade die y-Achse?

12. a) Bestimme die Schnittpunkte der nach oben gedffneten Normalparabel mit Scheitelpunkt
S(4]-9) und der Parabel y = %xz -7

b) Wie weit sind die Schnittpunkte voneinander entfernt?

c¢) Bestimme die Gerade durch die Schnittpunkte?

d) Welchen Flacheninhalt hat das Dreieck, dessen Ecken die Nullstellen und der Scheitelpunkt der
Normalparabel sind?

e) Welchen Umfang hat das Dreieck, dessen Ecken die Schnittpunkte und der Scheitelpunkt der
allgemeinen Parabel sind?

13. a) Berechne die Flache des Vierecks, dessen Eckpunkte die Scheitel- und Schnittpunkte der
zwei Parabeln p;: y = —%xz +23 und p2y = gxz -9.

b) Wie lautet die nach oben gedffnete Normalparabel ps, die durch die Schnittpunkte der Parabeln
p: und p, verlauft?

¢) Die Normalparabel ps wird um 4 Einheiten nach rechts und um 3 Einheiten nach unten verscho-
ben. Gib die Normalform dieser Parabel p, an. Wo schneidet die Parabel die x-Achse?

d) Wie lautet die Geradengleichung g durch den linken Schnittpunkt der allgemeinen Parabeln p;
und p, und dem Scheitelpunkt der Normalparabel p,;. Gib den Steigungswinkel der Geraden g an.
e) Wie groR3 ist der Flacheninhalt des Dreiecks, dessen Eckpunkte der linke Schnittpunkt der all-
gemeinen Parabeln p; und p,, der Scheitelpunkt der Normalparabel p, und der Scheitelpunkt der
Parabel p, ist?

14. Eine nach oben geoffnete Normalparabel p; hat den Scheitelpunkt S;(1|-2), eine nach unten
geoffnete Normalparabel p, den Scheitel S,(0]3). Berechne die gemeinsamen Punkte der Parabeln
sowie die Abstand zwischen den Schnittpunkten.

15. Gegeben ist die nach oben gedffnete Normalparabel y = x* — 2x — 8.

a) Bestimme den Scheitelpunkt der Parabel und die Schnittpunkte mit der x-Achse.

b) Berechne die Gleichung der Geraden, die durch den Scheitelpunkt der Parabel und die Nullstel-
le mit negativer x-Koordinate verlauft.

c) Berechne die Gleichung der Geraden, die durch die Nullstelle mit positiver x-Koordinate lauft
und die Steigung m = 1,5 besitzt.

d) Bestimme den Schnittpunkt der beiden Geraden.

16. Der Bogen eines rdmischen Aquadukts ist grof3tenteils von Erde und Ger6ll begraben. Der
Archaologe kennt immerhin mit 6,40 Metern die Bogenhdhe und misst einen Bogenpunkt an, der
vom Scheitel des Bogens 1,5 Meter in der Horizontalen und 22,5 cm in der Vertikalen entfernt ist.
Bestimme zum Aquaduktbogen eine geeignete Parabelgleichung und berechne die Breite des Bo-
gens am Erdboden sowie in 2 Metern Hohe.

17. Ein Golfball wird aus dem Rough bis zum Loch 80 Meter weit geschlagen und erreicht dabei
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eine maximale H6he von 25 Metern.

a) Das Grin um das Loch ist kreisformig und hat eine Flache 330 Quadratmetern. Welche Hohe
hat der Golfball, wenn er das Griin erreicht?

b) In 15 Metern Entfernung vom Loch befindet sich ein 18 Meter hoher Baum. Erreicht der Golfball
das Grin mit dem Loch?

¢) Welche maximale Hohe muss der Golfball mindestens haben, damit er den Baum passieren
kann?

Losungen: 1a)=3) / 1b)=1)/ 1c)=2) / 1d)=4) / 1e)=6) / 1f)=5.

2a)y =x —8x+13/2b)y:x2+6x+4/20)y=x2—4x+11/2d)y:x2+5x+11,25.

3a) S(0]4) / 3b) S(-1,5|-6,25) / 3c) S(-1,5]-4,5) / 3d) S(1|11) / 3e) S(5|3) / 3f) S(-2,3|-1,8) / 3g) S(-4,5]-19,25) / 3h) S(7|0).
4a) S(0|-1,5) / 4b) S(-2,5]-9,25) / 4c) S(1|7) / 4d) S(0|1) / 4e) S(1,25|-1,5625) / 4f) S(-0,75|3,9375) /

4q) S(-4|-10) / 4h) S(2,5|0).

5a) S(0]-10,24), N(-3,2|0), N(3,2|0), S,(0]-10,24) / 5b) S(0|8), N(-4]0), N(4|0), S,(0|8) / 5¢) S(-2,5|2), Sy(0|8,25) /

5d) S(3]-4), N(1]0), N(5|0), Sy(0|5) / 5e) S(2,5|-0,25), N(2|0), N(3|0), S,(06) / 5f) S(-0,25|-5,0625), N(-2,5|0), N(2|0),
Sy(0]-5) / 5g) S(0]2), Sy(0|2) / 5h) S(-2|2), Sy(0]6) / 5i) S(1]-81), N(-8|0), N(10]0), Sy(0]-80) / 5j) S(-4,5|-25), N(-9,5|0),
N(0,5|0), Sy(0|-4,75) / 5k) y = x> — 2x + 5,25, S(1]4,25), N(-1,5|0), N(3,5|0), Sy(0]5,25) / 5l) S(-6,5|-42,25), N(-13|0),
N(0]0), Sy(0]0).
6a)y:x¥+5x+2/6b)y:x2—6x—11/60)y=x2—x+2/6d)y=x2—3x+4/6e)y=x2+0,5x—2/

6f) y = (x+3)(x-5) = X* — 2x — 15/ 6g) y = X + 7x — 12.

7a) S1(-2|6), S2(2|6) / 7b) S1(-1]-3), S2(1]-3) / 7¢) S1(7|74) / 7d) S1(0|5) / 7e) S1(2]|11) / 7f) S1(2,5]8,25) /

79) S1(2|56,25) / 7h) S1(-5|-15), S2(216) / 7i) S1(2]24), S2(3,5|48,75) / 7j) S1(-10|67), S2(5|52) / 7k) — /

71) S1(3|7,5), S2(17]147,5).

8a) S1(-5|8), S2(1]-10) / 8b) S1(-1]7), S2(3]|23) / 8c) —/ 8d) S1(-2]-1) / 8e) —/ 8f) S1(2,5|2) /

89) S1(2|-7), S2(3|-5) / 8h) S1(-19/6]19/9), S2(1,5|-1) / 8i) S1(5]|10) / 8j) S1(-4]-14), S2(-1|1) /

8k) S1(0,4|4,04), S»(2,5|25,25) / 8l) Si(-2|4), S2(1]13).

9.y= X2 —2x —8: a) S(1]-9); b) N(-2]|0), N(4|0); c) P(0|-8); d) y = 2x-8; e€) A und B liegen auf der Parabel, C nicht.
10a)y = (x+2)2 —16 =X+ 4x — 12; b) N(-6]0), N(2|0); c) S(-3|-15), S(4|20); d) y = 5x — 20.

11a)y = X° — 8x— 9; b) y = 3x — 19; ¢) S(4/-25); d) N(-1|0), N(9|0); €) N(% |0); f) P(0]-9); g) P(0]-3).

12a) S1(2]-5), S2(14/91); b) SS, = 96,74, ¢) y = 8x — 21, d) N(1/0), N(7|0), g=6, h=9 -> A,=27 FE;

e) §S, = 96,74, S(0|-7) -> S§ = 2,82, S§ = 99 ->u = 198,56.

13a) Scheitel S1(0]23), S2(0]-9), Schnittpunkte P1(-4|15), P»(4|15) -> Viereck = Drache -> A = 128 FE;

b) ps:y = x* — 1, S3(0]-1), ) pa: y = X% — 8X + 12, S4(4]-4), Nullstellen N1(2|0), N2(6|0),;

d) P1(-4|15), Sa(4]-4) -> g: y = -2,375x + 5,5, a = 67,12°, ) P1(-4|15), Sa(4]-4), S»(0]-9) -> Dreieck ->
A=Ar—A1—A;—A3=824-8-19/2 — 4-5/2 — 4-24/2 = 58 FE.

14.p1:y = (x-1)2-2 = X2-x-2, p2:y = X+3 > Schnittpunkte P1(-1]2), P2(2|-1) -> Abstand der Schnittpunkte: 4,24 LE.
15a) Scheitel S(1]-9), Nullstellen N1(-2]|0), N2(4|0); b) Gerade g: y = -3x-6; ¢) Gerade h: y = 1,5x-6; d) Schnittpunkt
P(0|-6).

16. Parabel y = -0,1x°+6,4; y =0 ->x=18,y =0 -> Bogenbreite: 16 m, y = 2 -> Breite: 13,27 m.

17a) Parabel y = -0,015625x°+25, r = 10,25 m -> x = 29,75 -> Hohe y = 11,17 m; b) Parabel y = -0,015625x*+25, Para-
belpunkt P(25|15,23) -> nein; c) Punkte A(25|18), B(40|0) -> Parabel y = -0,0185x*+29,54 -> maximale Hohe mindestens
29,54 m.
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Datenblatt: Ebene Geometrie

Ebene Figuren:

Dreieck

Dreieck mit Seitenldangen a, b, c und H6éhen h,, hy,, h. auf den Seiten bzw. Grundseite g und Hohe h:

Umfang: U=a+ b +c, Flache: A= ﬂ:% :ﬂ bzw.: A= g—h

2 2 2
U=za+b+c a=U-b-c b=U-a-c c=U-a-b
2A
Azaha a=—- ha:%
2 h, a
bh, 2A 2A
A=—2 b=— h =—
2 h, * b
2A
Az - 28 =24
2 h, C
2A
A:g_h g:% h:—
2 h g

Gleichschenkliges Dreieck

Gleichschenkliges Dreieck mit Seitenlangen a, b, ¢ (a = b) und H6he h = h, auf der Grundseite g = c:

h
Umfang: U = 2a + c, Flache: A = ﬂ bzw.: A= gn
2

_U-c Cc
U=2a+c a= 5 c=U-2a
Y
A:lch C:E\ h:% b
2 h c h

2 2
(;] +h?=a? a= (%j +h? c=2va’-h?

Gleichseitiges Dreieck

Gleichseitiges Dreieck mit Seitenlange a und Héhe h: Umfang: U = 3a, Flache: A = a—h

w|C

h=gJ§ a=

2h
V3

a’J3 A
A= a=2|— =/

Trapez

atc
Trapez mit Seitenldngen a, b, ¢, d und Hohe h: Umfang: U=a + b + ¢ + d, Flache: A = T (h

U=a+b+c+d a=U-b-c-d b=U-a-c-d c=U-a-b-d D c c
d=U-a-b-c
d AN
a+c 2A 2A 2A
A= (h a=—-C c=—-a h=
2 h h a+c A 3 B
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Parallelogramm

Parallelogramm mit Seitenlangen a, b und Héhen h,, hy: Umfang: U = 2a + 2b, Flache: A = ah, = bhy

U = 204 2b a=U-2b boU-2a
2 2
A
A= ah, a=z — ha= A b
h, a
A =bh b= A h A
= b - — b= — B
h, b
Raute

Raute mit Seitenlange a und Diagonalen e, f: Umfang: U = 4a, Flache: A = e—f

U
U=4a a= —
4
A:e_f e:2_'0\ f:2_'6\
2 f €

Drachen

Drachen mit Seitenlangen a, b und Diagonalen e, f: Umfang: U = 2a + 2b, Flache: A = -

_U-2b U-2a
U=2a+2b a= b=
2 2
2 f €
Rechteck

Rechteck mit Seitenlangen a, b und mit Diagonale d: Umfang: U = 2a + 2b, Flache: A =ab

U=2a+2b U:2a+2é U=25+2b
a b D C
U-2b ~U-2a
a=z= —— b=
2 2 b
_ — d
A=ab A=aEl¥sz A=béJ2—2b
A A A a B
a= — b= —
b a
_Uu 1/ 2 _U ll 2
a_z*'z U“ -16A b_Z_Z U“ -16A
a’+b*=d? d =+a?+b? a=+d?-b? b=+d2-a>
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Quadrat

Quadrat mit Seitenlange a und Diagonale d: Umfang: U = 4a, Flache: A = a°

_ U
U=4a &= " a= A U= 4/A P c
2
A= a2 A= (U] = Uiz
4) 16 d a
2a° =d? d=ay2 a=-L
V2 A a B
Kreis
2
Kreis mit Radius r, Durchmesser d: Durchmesser: d = 2r, Umfang: U = 271 = 7d , Flache: A= 712 = 1
d
d=2r r=—
2
U
u= 27 r=_— u A
21T ™
u=rd =Y d
Vs
r
A= ”2 r= \/K d= Zq/z
T T
ml? u?
Az — A= — u= 20/
4 4
Kreisausschnitt
. . . . . . w . Jmr _2A
Kreisausschnitt (Kreissektor) mit Innenwinkel a und Radius r: Bogenlange: b = 180 =—,
o
Flache: A= 7122 _br
360° 2
[ = b[180° [ = /A[360° r _%
o o 2 o \
_ b[180 o= Al360 o= b* 90
T T2 A '
v
= b= % b - TAQ
180° r 90°
2 o
A=7r? a A= E A= b” 90
360° 2 o
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Kreisring

Kreisring mit Radius r; und r,<r;, Durchmesser d, und d,: Durchmesser: d, = 2r;, Durchmesser: d, = 2r5,

Breite des Kreisrings: b =r; —r,.

2 2
Flache: A= 717 — 717 = 71(r} —17) A= ﬂ—%zg(df -d?)

d, =2n rl:ﬁ
2
d,=2r, _d,
r,=—2
2

b=r-r, n=r,+b r,=rn-b

A A

— 2 2 — 2 _
A=n(r, —r;) = 7—_[+I’2 r,= I’12—7T

Strahlensatze:

a
C
S d-]
%\
1
b
a c d
S
\
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Es gilt die geometrische Situation: Zwei vom Strahlenzentrum
S ausgehende Geraden werden von zwei parallelen Geraden
geschnitten. Dann gilt geman der nebenstehenden Abbildun-
gen:

1. Strahlensatz:

b _d
W, — = —
b d a ¢

fuir jeweils zwei bei S beginnende Strecken a und b auf dem
1. sowie ¢ und d auf dem zweiten Geradenstrahl.

2. Strahlensatz:

ZW.
b d a c

fur die zwei bei S beginnenden Strecken a und b auf einem
Geradenstrahl sowie die Strecken c und d auf den Parallelen.
Es gilt damit die Faustregel:

kurz _ kurz lang _ lang

lang lang  kurz kurz
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Datenblatt: Trigonometrie

Gegeben sei ein rechtwinkliges Dreieck AABC mit den Seiten a, b, ¢ und den Winkeln a, B, y mit
y=90° a und b heil3en Katheten, c heil3t Hypotenuse, h = h; heil3t Hohe des Dreiecks.

Rechtwinkliges Dreieck

Winkelsumme o+p+y = 180°
y = 90° a+B = 90° a=90°-B B=90°-a
Umfang U=a+b+c
a=U-b-c b=U-a-c c=U-a-b
; . 1 1
Flacheninhalt A==-ab A==ch
2 2
2A 2A 2A
= b=— c=—
b a h
Satz des Pythagoras a’+b?=c?
c2=a’+p’ a’=c’-b? b®>=c’-a’
c=+a’+b? a=+c?-Db? b=+c?*-a’

a _ Gegenkathe

Trigonometrische shg=—=—+="- """ (Sinus)
Funktionen c Hypotenuse
_ a
a=csna C=——
sna
b  Ankathete _
cosg=—=——— (Cosinus)
¢ Hypotenuse
b
b =ccosa c=
cosa

_sina _ a _ Gegenkath&
tang=——==—=—"——— (Tangens)
cosa b Ankathet

a
a=bhtana =
tana
. b _Gegenkathe
sm,B:—:g— (Sinus)
¢ Hypotenuse
b=csing CZ_L
snpg
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a _ Ankathete
COS,B == (Cosinus)
¢ Hypotenuse
a
a=ccos c=
d cosf
snf _ b _ Gegenkathie
tanf=——-——=—=—+~ T
F cosf a Ankathete (Tangens)
b
b=atan =—
o tan S
sina =cosf cosa =sin 8
1 1
tanag =—— tan = ——
tan B d tana

Gegeben sei ein beliebiges Dreieck AABC mit den Seiten a, b, ¢ und den Winkeln a, B, y. Der In-
kreis beriihrt die Dreieckseiten, der Umkreis lauft durch die Dreiecksecken. Die drei Seitenhalbie-
renden halbieren jeweils von der gegentberliegenden Ecke aus die Dreiecksseite, die drei Winkel-
halbierenden halbieren die jeweiligen Dreieckswinkel.

C
>

Beliebiges Dreieck

Winkelsumme o+p+y = 180°
a=180°-B-vy B=180"-a-y y=180°-a-f

Umfang U=a+b+c
a=U-b-c b=U-a-c c=U-a-b
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Flacheninhalt A= Eaha A= %bh] A==ch,
2A
a=2A = 2A
h, a
2A 2A
b=2C h, =<2
h b
C:E\ hc_%
h, c
Azlabsiny A:Eacsin,ﬁ’ A:Ebcsina
2 2 2
_ 2A _ 2A . 2A
a=-— =— sny=—
bsiny asiny b
2A 2A _2A
a=— =— snf=—
csnpg asinf ac
2A 2A . 2A
== = _ shg = —
csina bsina c
Hohen h, =bsiny h, =asiny h, =asing
h, =csing h, =csina h, =bsina
a’ +h; =c’ a; +h; =b’ h=c*-a
Satz des Pythagoras
c=yal+h} b=.aZ +h h, =4c*-a’
al + a2 = a bzw. a’=c?-h? a’ =b’-h? h? =b*-a’
al — a2 =abzw.
a2-al=a a = Cz—ha2 a, = bz—h: h, = bz—a22
b12+ 2:a2 b22+th=CZ h§:a2_b12
a= 2+hb2 c= ,b22+hb2 hb — aZ_b-LZ
bl + b2 = b bzw. b’ =a®-h bl =c*-K h =c*-bl
bl - b2 =b bzw.
b2 - b1l =b b, =.a*-h’ b, =/c®-h? h, =4/c*-b?
¢ +h? =b? cZ+h’=a’ h? =b*-c?
b=./c?+h a=+/c2 +h h, =/b?-c?
cl +c2 =cbzw. Clzzbz—hc2 szzaz_hcz hf:az—czz
cl —c2 =c bzw. 5 5 5 5
c2-cl=c c, =4b°—h c, =4a° —h; h, ={a*-c’
Trigonometrische ; _& __h —hqg
Funktionen Sma_b b_SinCa’ h, =bsina
cosa:& b= ¢, =bcosa
b cosa
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h, h
tang =— c,=—: h, =c tana
G tana
sina:ﬂ c= _hb h, =csina
o sna
cosa = b, c= by b, = ccosa
c cosa
h h
tang =2 =_b h =b,t
b, b, P— , = b, tana
. h h .
snf=—= a=— h, =asin
o a snpg o
C, _ G
cosf=—= a= C, =acos,
o a cosf3 2 d
h h
tan g =— c,=— h, =c, tan
ﬁ , 2 tanﬂ C 2 ﬂ
. h h .
snfg=—=2 c=——=2 h, =csin
B== $ng R B
cosf . c0s3 a, =ccospf
h h
tanf=—=2 =—2 h, =a, tan
siny:E a=,L h, =asny
a sny
:& a_—bl =
cosy . cosy b, =acosy
h h,
tan =_b = h =b t
h .
sny=-—*% b=— h, =bsiny
sny
a2 — a2
cosy=-2 b= =bco
4 b cosy % x4
h h
tany=-—*% =2 =
y a, a, ny h, =a,tany

Beispiele:

a) Aufgabe: Gegeben ist ein Dreieck AABC mit Winkel y=90° und den Seiten a =6 cm, b =4,8 cm.
Bestimme alle Seiten, Winkel, Flacheninhalt und Umfang des rechtwinkligen Dreiecks.
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=>qa=51,34°=> (3 =90° — a = 38,66°. lll. Flacheninhalt: A = %b :g =14,4 cm?, Umfang: u=a
+b+c=
18,48 cm.

b) Aufgabe: Gegeben ist das rechtwinklige Dreieck AABC (Winkel y=90°) mit der Seite b = 10,5 cm
und dem Winkel a = 25,8°. Bestimme alle Seiten, Winkel, Flacheninhalt und Umfang des Dreiecks.

Losung: I. Winkel: a = 25,8° => 3 = 90° — a = 63,2°. Il. Hypotenuse: cosa :9 => c0s25,8° = 105
c c

=>C =% =1166 = 11,7 cm. lll. Satz des Pythagoras -> a® = 11,66 — 10,5 =>a = 5,07 = 5,1
c0s25,8°

ab_51[105

cm. IV. Flacheninhalt: A = =26,78 = 26,8 cm?, Umfang:u=a+b+c=27,3cm.

c¢) Aufgabe: In einem allgemeinen Dreieck AABC ist die Seite a = 7 cm gegeben sowie die Winkel
a = 76° und y = 64°. Bestimme die fehlenden Seiten und Winkel im Dreieck.

ACq c B

Losung: I. Wir teilen das Dreieck AABC durch die Hohe h, auf der Seite ¢ in zwei rechtwinklige
Dreiecke auf. Il. Im rechten rechtwinkligen Dreieck gilt: B = 180° — 76° — 64° = 40°, Hypotenuse

. h . h .
a =7 cm, woraus folgt: Smﬁ:_c => sin40° =7c => h=7[sn40° =45 cm. Mit dem Satz des
a

Pythagoras errechnet sich: ¢, = 4/7? —=4,5° =536 cm. Ill. Im linken rechtwinkligen Dreieck gilt
4.5 45
b sin76°
Mit dem Satz des Pythagoras errechnet sich: c; = \J4,64% —4,5% =113 cm. IV. Damit ist die Seite
c des Dreiecks AABC:c=c¢;+¢c,=1,13 + 5,36 = 6,49 = 6,5 cm und alles bestimmt.

. h .
wegen a = 76°, Gegenkathete h, = 4,5 cm: Sina = f =>gn76° = => b= =4,64 cm.

d) Aufgabe: Im Viereck ABCD sind die Seiten b = 7 cm, d = 3,3 cm lang, fir den Winkel an der
Ecke D gilt: d = 118°. Berechne den Umfang und den Flacheninhalt des Vierecks.

A a B
1. Losung: |. Wir teilen zunachst das Viereck ABCD in rechtwinklige Innendreiecke und ein Innen-
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rechteck mit Hilfe von zuséatzlichen Punkten E und F ein:

Cc

A a F B

II. Im Viereck ABCD gilt die Winkelsumme von 360°, so dass sich der Winkel an der Viereckecke B
auf Grund der beiden rechten Winkel und des Winkels & = 118° errechnet als: § = 360° — 2-90° — &
= 62°. Wir verfigen damit im rechtwinkligen Dreieck BCF Uber einen bekannten Winkel (8 = 62°)
und eine bekannte Seite (b = 7 cm, Hypotenuse), so dass sich mit Hilfe der trigonometrischen Be-

ziehung: sinf 22 => sin62° :2 => h=7[sin62° = 6,18 cm die Hohe h = CF (Gegenkathete)

errechnen lasst. Der Satz des Pythagoras liefert dann die dritte Seite (Kathete a;) im Dreieck BCF:
a’ =b*-h?=7%-618° =10,81 => a, =4/10,81 = 3,29 cm. Im Dreieck DEC erhalten wir die Sei-

teh, = CE als: h, =h —d = 6,18 — 3,3 = 2,88 cm. Der Winkel &, ist dort: 5, = & — 90° = 118° — 90°
= 28°. Auch im Dreieck DEC sind somit zwei GroR3en bekannt (h; = 2,88 cm, 8, = 28°), so dass

beispielsweise die Anwendung des Tangens auf die Strecke a, = AF tano, = i =
a2
tan 28° = 2,88 > a, = 2,88
a, tan 28°

dritte Seite (Hypotenuse c) im Dreieck DEC als: ¢* = aZ +h? =5,42% +2,88% = 37,67 =>

c=4/37,67 =614 = 6,1 cm. lll. Wir haben damit alle Informationen, um den Umfang des Vierecks

ABCD zu ermitteln. Fur die Seiten dieser geometrischen Figur gilt: a=a; + a, = 3,29 + 5,42 = 8,71
=8,7cm,b=55cm,c=6,1cm, d=3,5cm, fir den Umfang mithinnu=a+b+c+d=8,7+55+
6,1 + 3,5 = 23,8 cm. IV. Der Flacheninhalt des Vierecks ABCD folgt aus den Flacheninhalten der
beiden rechtwinkligen Dreiecke BCF und DEC sowie des Rechtecks AFED: Apgcr = a;h/2 =
3,29-6,18/2 = 10,17 = 10,2 cm?, Aapec = a,h1/2 = 5,42.2,88/2 = 7,8 cm?, Aarep = a,d = 5,42-3,3 =
17,89 = 17,9 cm?, woraus als Flacheninhalt des Vierecks: A = Apgcr + Aapec + Aarep = 10,2 + 7,8 +
17,9 = 35,9 cm? folgt.

2. Losung: I. Wir ergénzen zunachst das Viereck ABCD durch rechtwinklige Auf3endreiecke mit
den zusatzlichen Ecken E und F:

=5,42 cm ergibt. Mit dem Satz des Pythagoras errechnet sich die

E C E
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Il. Im Viereck ABCD gilt die Winkelsumme von 360°, so dass sich der Winkel an der Viereckecke B
auf Grund der beiden rechten Winkel und des Winkels & = 118° errechnet als: f = 360° — 2-90° — &
= 62°. Der Nebenwinkel des Winkels 8 an der Ecke B ist: 3; = 90° — 3 = 90° — 62° = 28°. Wir verfi-
gen damit im rechtwinkligen Dreieck BFC uber einen bekannten Winkel (8, = 28°) und eine be-
kannte Seite (b = 7 cm, Hypotenuse), so dass sich mit Hilfe der trigonometrischen Beziehung:

cosf; 2% => c0s28° :% => P, =7[€0s28° = 6,18 cm die Strecke b; = BF (Ankathete) er-

rechnen lasst. Der Satz des Pythagoras liefert dann die dritte Seite (Kathete a;) im Dreieck BFC:
a’ =b’-b?=7%-618% =10,81 => a, =+/10,81 =3,29 cm. Fir das rechtwinklige Dreieck CED

berechnen wir den Winkel: ; = 180° — 0 = 180° — 118° = 62° und die Seite d; = ﬁ cdi=b;—-d=
6,18 — 3,3 = 2,88 cm. Auch im Dreieck CED sind somit zwei Gro3en bekannt (d; = 2,88 cm, &, =

-— a
62°), so dass beispielsweise die Anwendung des Tangens auf die Strecke a, = AF : tand, =—=2
1

=> tan62° = a28 => a, = 2,88[1an62° = 5,42 cm ergibt. Mit dem Satz des Pythagoras errechnet

sich die dritte Seite (Hypotenuse c) im Dreieck DEC als: ¢® = a2 +d; =5,42° +2,88° = 37,67 =>

c=4/37,67 =614 = 6,1 cm. lll. Wir haben damit alle Informationen, um den Umfang des Vierecks

ABCD zu ermitteln. Fir die Seiten dieser geometrischen Figur gilt: a=a; + a, = 3,29 + 5,42 = 8,71
=8,7cm,b=55cm,c=6,1cm, d=3,5cm, fir den Umfang mithinnu=a+b+c+d=8,7+55+
6,1 + 3,5 = 23,8 cm. IV. Der Flacheninhalt des Vierecks ABCD folgt aus den Flacheninhalten der
beiden rechtwinkligen Dreiecke BCF und DEC sowie des Rechtecks AFED: Apgcr = a;h/2 =
3,29-6,18/2 = 10,17 = 10,2 cm?, Aapec = a,h1/2 = 5,42.2,88/2 = 7,8 cm?, Aarep = a,d = 5,42-3,3 =
17,89 = 17,9 cm?, woraus als Flacheninhalt des Vierecks: A = Apgcr + Aapec + Aarep = 10,2 + 7,8 +
17,9 = 35,9 cm? folgt.

d) Aufgabe: Im nachstehenden rechtwmkllgen Dreieck ABC halbiert die Mittellinie im Punkt M die

Seite AB. Es ist: AB = 8,9 cm, BC = 14,3 cm. Zu bestimmen ist der Winkel € und die Flache des
Dreiecks AMS.

c
N
E 1
S
A M B
Losung: I. Wir betrachten das rechtwinklige Dreieck ABC und bestimmen den Winkel B bei B mit:
cospf = % = % =0,6224 => B =51,5°. Der Winkel a; bei A ist dann im Dreieck ABN:

a; = 90° — B =38,5° II. Im Dreieck AMC |st auf Grund des Satzes des Pythagoras im Dreieck ABC
die Seite AC zu errechnen mit: AC’ =BC’ - AB’ =14,32 -89% =12528 => AC = 11,2 cm. Im
Dreieck AMC bestimmt wegen AM = 8,9/2 = 4,45 cm sich der Winkel 3 mit:
anod =—— £ = 2,512 cm => 0 = 68,33°. Der dritte Winkel £, im Dreieck AMS ist dann:
AM 4,45
€1 =180° —a; — 6 = 73,2°. lll. ¢, ist der Nebenwinkel zu €. Damit gilt: € = 180° — ¢, = 106,8°.
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IV. Im Dreieck AMS errichten wir die Hohe h auf der Seite AS als x und haben: sina, = —% =>

sin38,5° :L => h=4,45sn38,5° = 2,77 cm. V. Mit X = X; + X, bestimmt sich x; nach dem

Satz des Pythagoras als: x2 = AM~ —h? = 4,452 — 2,77 =1213 => x, = 3,48 cm. Fiir x, haben wir

h
wegen g, = 73,2°: tang;, =— => tan73,2° :ﬂ => X, :i
X, X, tan73,2°
0,84 = 4,32 cm. VI. Die Flache A des Dreiecks AMS errechnet sich damit wie folgt:

A= % xh= % (4,32[2,77 =5,98 cm®.

=0,84 cm. Dann ist: x = 3,48 +

e) Aufgabe: Gesucht ist fir zwei rechtwinklige Dreiecke ABC und ABD der Abstand des Punktes E
von der Strecke AB, wenn gilt: AB=14,5cm, BC=12,7 cm; B = 65,6°.

D

A B

Lésung: I. Wir zeichnen die Héhe h auf AB ein und kennzeichnen die Winkel a; und ;. Die Stre-
cken x und 14,5—x unterteilen die Seite AB.

D

A B
II. Der Winkel a; errechnet sich im rechtwinkligen Dreieck ABD als: a; = 90° — B = 90° — 65,6° =

24,4°. Fur den Winkel B, gilt im rechtwinkligen Dreieck ABC: cospg, :% =0,876 => 1 = 28,9°. lIl.

Wir betrachten die durch x und h sowie durch 14,5—x und h aufgespannten rechtwinkligen Dreie-

cke und haben fur das erste dieser Dreiecke: tana, = D => h = xtana, = xtan24,4° = 0,454x (1),
X

fur das zweite: tan 3, = => h=(145-x)tan B, = (14,5—x)tan28,9° =8-0,552x (2). IV.

145-x
Gleichsetzen der h-Terme (1) und (2) ergibt: (1) = (2) => 0,454x = 8-0,552x => 1,006x = 8 =>
X =7,95 cm. V. Mit x errechnen wir h als: h = 0,454(7,95 = 3,61 cm.
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Aufgabenblatt: Trigonometrie

1. Berechne die fehlenden Seiten und Winkel im, die Flache und den Umfang des rechtwinkligen
Dreiecks AABC (y=90°).

| ||Gegeben: ||Grafik: |

a) |[a=7.4cm,c=18.4cm B
HN

c b
B
a

b

b) |b=48cm,c=11cm

C A

C
C
B
HN
c
c

c) |[c=13.1cm,B=61.3°

C b A
d |[c=18.1cm,a=54.2° B
N
C b A
e) |[a=7.8cm,a=51.5° B
c* b A
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f)

b=16.9cm, a =43.3°

)]

a=13.9cm,b=16.9cm

h)

a=18.2cm,b=19.2cm

B

C'.-

2. Berechne die fehlenden Seiten und Winkel im, die Flache und den Umfang des allgemeinen

Dreiecks AABC.
| | Gegeben: | Grafik:
a) |[b=9.5cm,  =85.5°,

y =48.2°

b)

a=19.2cm,b=14.4cm,
B=429°

c)

b=15cm, c =16.6 cm,
y=96.1°
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d |[a=7.5cm, a=28.4°, B
v=165.57 m

e) |[@a=9.7cm,b=16.5cm,

B =104.8° i
C

f) |la=17.4cm, a=109.9° B
B=232°

3. Berechne Flacheninhalt und Umfang des Vierecks ABCD.

| ||Gegeben: | Grafik:

a) |[a=9cm,b=6cm,
d=9,2cm

b) |a=6cm,b=4cm,
c=36cm,y=712°

A (s
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c)

a=12cm,b=8,5cm,
d=7,2cm, a=58,,5°,
B =69,8°

d)

a=7cm,b=95cm,
c=6,8cm,d=3,5cm
B=71,3°

4. a) Berechne Flacheninhalt und Umfang des

Vierecks ABCD.
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b) Berechne die Flache des Dreiecks ADC.

c) Gegeben ist das gleichschenklige Trapez E

ABCD und die Langen AB =15,1cm, EF =
16,8 cm. Berechne Umfang und Flache des
Trapezes ABCD.

35,2°

16,8
cm

A F 15,1 ¢m B

d) Die Seitenlange des Quadrats ABCD betragt D E c
6 cm, der eingezeichnete Winkel betragt a; =
73°. Berechne den Umfang des Vierecks ABCE
im Quadrat.

|

e) In einem Quadrat ABCD mit der Seitenlange E
8 cm ist der Abstand der Ecke A zur Strecke EF 40

zu berechnen; DE =2 cm.
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5. a) Gegeben sind die zwei gleichschenkli- E
gen Dreiecke ABC und CDE mit: AB = 8,2
cm, DE =12,4cm, AC = ﬁ), BE = E,
0 = 64°, € = 48°. Berechne die Lange der
Strecke CD.

b) Die Strecke AC = 8,2 cm ist die Winkel- E
halbierende des Winkels a. Zudem gilt: AE
=7,6 cm, BC = 4cm. Berechne den Winkel

a und bestimme den Flacheninhalt des Tra-
pezes DBCF. /
F

¢) Gegeben sind die Winkel y, = 15,8° und B

= 22,8° sowie die Strecke AD =6,3 cm.
Berechne den Umfang des Dreiecks BCD.

d) Das Dreieck ABC ist rechtwinklig, das

Dreieck ABD gleichschenklig mit AB = AD

= 8 cm. Die Hypotenuse im Dreieck ABC

halbiert den Winkel bei A, es gilt zudem: y =

75°. Berechne die Lange der Strecke CE c
mit E als Schnittpunkt zwischen Hypotenuse

und Strecke BD.

e) Die Seitenlange des kleinen Quadrats
betragt 4 cm, die des groRen Quadrats ist
doppelt so lang. M und N sind die Mittel-
punkte der jeweiligen Quadrate. Berechne
die Lange des Streckenzugs PMQNR sowie
die Weite des Winkels ¢,, wenn der Winkel
@; = 66,5° gegeben ist.
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6. a) Das Viereck ABCD und das gleich-
schenklige Dreieck ABC (mit AC = BC)

haben die Seite AB =6 cm gemeinsam.
Der Winkel bei Cisty = 73,7° grol3, der
Winkel bei D & = 62,5°. Berechne den Fla-
cheninhalt des Dreiecks ACD.

b) Das rechtwinklige Dreieck ABC besitzt die
Seiten: AB =10,4 cm, BC = 6,8 cm. Mit
dem recht-winkligen Dreieck die Seite AB
gemeinsam hat das gleichschenklige Drei-

eck ABD mit AD = BD = 7,6 cm. Bestimme
den Abstand des Punktes E von der Seite

AB und den prozentualen Anteil des Fla-
cheninhalts des Dreiecks ABE am Flachen-
inhalt des Dreiecks ABC.

¢) Das Rechteck ABCD hat eine Lange von

AB = 8,6 cm und eine Hohe von AD =6,5
cm. Im Rechteck liegen die Winkel a = 19,5°
und d = 55,3° vor. Berechne die Lange der

Strecke EF.

d) Im Trapez ABCD gilt: AB = 12,6 cm,
AD =59 cm, a=44° B =76,2°. Berechne
die Seitenlange CD des Trapezes. Berech-

ne die Abstande Q_C und AP , wenn das

Parallelogramm APQD denselben Flachen-
inhalt wie das Trapez PBCQ besitzt.

e) Das gleichseitige Dreieck ABC hat eine
Seitenldnge von 8 cm. In das gleichseitige
Dreieck wird das Dreieck DEF so einbe-
schrieben, dass das Dreieck DBE ebenfalls

gleichseitig ist und die Seite EF = 52cm

senkrecht auf der Seite BC des gleichseiti-
gen Dreiecks ABC steht. Berechne den Fla-
cheninhalt des Dreiecks DEF.
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Lésungen: la)a=7.4cm,b=16.9cm,c=184cm,a= 236°B 66.4°, A =62.5 cm? u=42.7 cm; b)a=9.9cm,
b=4.8cm,c=11cm, a=64.1° B =259° A=23.8cm? u=25.7cm; c)a=6.3cm,b=11.5cm,c=13.1cm,

a= 287°B 61.3°, A=36.2cm°,u=30.9cm;d)a= 147cmb 10.6cm,c=18.1cm,a= 542°B 35.8°,
A=77.9cm? u=43.4cm; e)a= 780mb 6.2cm,c=10cm,a= 515°B 38.5°, A=24.2 cm®, u =24 cm;
fla= 159cmb 16.9cm,c=23.2cm,a= 433°B 46.7°, A= 134.4 cm?, u = 56 cm; ga= 139cmb 16.9 cm,
c=219cm,a= 394°B 50.6°, A= 117.5 cm?, u=52.7 cm; h)a= 1820mb 19.2 cm, c =26.5cm, a =43.5°,
B=46.5° A= 174.7 cm?, u=63.9 cm.

2a)a 6.9cm,b=95cm,c=7.1cm, a=46.4°, § =85.5°,y=48.2°, ha=7.1cm, h,=5.1cm, he =6.9 cm, A=32.8
cm?, u = 23.5 cm; b)a= 192cmb 14.4cm,c=20.1cm, a=65.2°,=42.9°,y=71.9° hy, =13.7 cm, hy = 18.2 cm,
hc—13lcmA 138.2 cm? u=53.7 cm; c)a 57cm,b=15cm,c=16.6cm,a = 20°B 64°,y=96.1°, ha=14.9
cm, h, =5.7 cm, hc—5lcmA 42.8 cm?, u=37.3 cm; da=75cm,b=54cm,c=128cm,a=8.4° 3=6.1°

y =165.5°, ha=1.3cm, h,=1.9 cm, hc—OSCmA 20.3 cm?, u=25.7 cm; e)a=9.7cm,b=16.5cm,c=11.1cm,

a=234.6° B =104.8°,y=40.6°, hya=10.7 cm, hy = 6.3 cm, hc—94cmA 80 cm?, u=37.3cm; f)a 17.4cm,b=7.3
cm,c=13.5cm, a =109.9°, 3 =23.2°,y = 468 ha=5.3cm, h, =12.7 cm, hc-69cmA 63.5 cm?, u-3820m

3a)c=5,5cm, u=297cm, A=523cm* 3b)b=3,8cm,u=17,4cm, A=152cm’

D

d 2.8
A ar
26 a 34
A
3c)c=5,6cm, u=33,3cm, A=60,6cm* 3d) u=26,8cm, A=238,5cm*:
C
c
1.9
D
53
g b
9
g 6,1
Ale 53 p B
3.8 a 29
AL B

a

4a) x = 6,56 cm, y = 7,28 cm, DC = 11,53 cm, Uascp = 29,83 cm, Aagco = 38,5 cm?/ 4b) y = 52,8°, AB = 8,6 cm, BC =
6,53 cm, DB = 3,24 cm, Aagc = 28,08 cm?, Apec = 10,58 cm?, Aapc = 17,5 cm?/ 4c) FB = 11,85 cm, AF = 3,25¢cm, ¢ =
8,6 cm, [ FAD = 54,8°, DF = 4,61 cm, b =d =5,64 cm, u = 34,98 cm, Aascp = 54,63 cm? / 4d) AE = 6,3 cm, DE = 1,8
cm, CE =4,2cm ->u=225cm/4e) AE =8,25cm, L] AEG = 180° —40° — [] AED = 64°, AG = 7,4 cm.

5a) hasc = 8,41 cm, hgpe = 11,33 cm, BD = 10,1 cm, CD = 16,5 cm/ 5b) a = 54,6°, AB =7,2 cm, AD =4,4 cm,

hr = 2,8 cm, DF = 3,2 cm -> A, = 10 cm? /5¢) y = 55,2°, y1 = 39,4°, AC = 7,67 cm, CD =10cm, AB = 18,25 cm,
BC =19,46 cm ->u=235,4cm/ 5d) 'AC =8,28 cm, BC = 2,14 cm, a = 30°, rechter Winkel bei E, BE = 2,07 cm ->

EC =0,54cm/5e) PM =2,83 cm, PQ = 6,26 cm, MQ = 4,71 cm, QR = 5,74 cm, QN = 4,36 cm, NR = 5,66 cm ->
Streckenlange | = 17,56 cm, Winkel @, = 88,4°.

6a) AC =5 cm, [] CAD = 26,9°, allgemeines Dreieck ACD -> g = AD = 5,56 cm, h = 3 cm -> Aacp = 8,35 cm?/ 6b)
AABC: 0z = 33,2°, AADE: o, = 13,6°, & = 86,4°, AE = 7,5 cm -> Abstand h = 4,1 cm -> Aage = 21,35 cmz, Aasc = 35,36
cm? -> prozentualer Anteil = 60,4 % / 6¢) AF =9,12 cm, allgemeines Dreieck ADE -> AE =6,36 cm -> EF = 2,76 cm /
6d) CD = 12,6 —4,24 -1 =7,36 cm, hr, = 4,1 cm, Ay, = 40, 92 cm?, Ap = 20,46 cm” -> AP =5cm, QC 2,36 cm/ 6e)

CE =3 cm, CF = 6¢m, allgemeines Dreieck DEF -> DE = 5cm, DF = 2,65 cm -> Apgr = 6,51 cm?.
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Datenblatt: Prismen

Ein (gerades) Prisma ist ein geometrischer Kérper, bei dem eine (n-eckige) Grundflache parallel zu
einer dazu gleichen Deckflache ist und die Prismenhohe h als Verbindung zwischen entsprechen-
den Ecken senkrecht zu Grund- und Deckflache steht. Wir unterscheiden bei Grundkanten a, b, c,
... die Grund- und Deckflache G, die Mantelflache M, die Oberflache O sowie das Volumen V.

Prismen
Grundflache, Umfang: G= 1 u=a+b+c
Dreieck - 2 ghg
Grundflache, Umfang: _ 2 —
Quadrat G=a u=4a G
Grundflache, Umfang: - -
RechteCk G - ab U - 2a. + 2b
Grundflache, Umfang: — — _
Parallelogramm G= aha B bh) u=2a+2b
Grundflache, Umfang: — 1 — M
Trapez G—2(a+c)hTr u=a+b+c+d )
Grundflache, Umfang: — E 2 —
Regelmé&Riges 6-Eck G= 2 a \/:—3 u=6a
> G
G= na
Grundflache, Umfang: T /1ane) =
Regelmaliges n-Eck 4|]an(180 j u=na u
n
M M
Mantelflache M =ulh u=— h=—
h u
) Oo-M
Oberflache 0=2G+M M=0-2G G= o
V \Y
Volumen V =GIh G=— h=—
h G
Winkel zwischen Mantelflaiche und Grundflache: 90°
Warfel:
u
Grundflache, Umfang G=2a° a= \/6 u=4a a= Z
Oberflache O =632 a= 9
\ 6
Volumen V =ad =3
—a a=3yVv
Quader:
Grundflache, Umfang G=ab u=2a+2b
O-2bc O-2ac O-2ab
Oberflache O =2(ab+ac+bc) a=——— b=— c=——
2(b+c) 2(a+c) 2(a+b)
\Y \Y
Volumen V = abc a=— b=— C:i
bc ac ab
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Datenblatt: RegelmalRige Pyramiden

RegelméaRige Dreieckpyramide:

Eine Pyramide mit einem gleichseitigen Dreieck als Grundflache ist durch die Seitenléange a des
Dreiecks und durch die Pyramidenhdhe h bestimmt, weiter durch die Seitenhéhe hg, die Kanten-
lange s, die Oberflache O, die Mantelflache M, die Grundflache G und das Volumen V.

s h
ha
a
Dreieckspyramide
Grundflache, _ a’ _ 4G _a
Dreieckshohe G=—~3 a= ﬁ h, = E\/é
. ) 2 2 h ’ 2 2 h ’ 2 _ 2 2
Seitenhohe h; =h°+| = h*=h-| = h, =9(hg —h%)
3 3
2 a 2 a 2
Seitenkante s? = hs2 + (EJ h2 = 82 - —J —J = S2 - hs2
2 2 2
2 2
Pyramiden- _ 2ha — _ 2ha 2 9 2 _ K2
héhe 52—h2+( 3j h* = ( 3 ha_Z( h)
2M
Mantelflache M = gahs L = 23_“: a= 3_h5
Oberflache O0=G+M =%(a 3+6hs) G=0-M M=0-G
1 a’ kY, v
Volumen V:_GDh:_h\/g G=— h=—
3 12 h G
Winkel zwischen . h a 2h
Kante s und Grund- shg =— cosqg = — tang = —3
kante a ) S a
Winkel zwischen h 3h
Seitenhohe hs und snf=— cosfp=-—2 tanf=—
Grundflache G h, 3h h,
Winkel zwischen . h 2h 3h
Kante s und Grund- sny=— cosy =—=2 tany=——
flache G S 3s 2h,
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Quadratische Pyramide:

Eine Pyramide mit quadratischer Grundflache ist durch die Seitenléange a des Quadrats und durch
die Pyramidenhdhe h bestimmt, weiter durch die Seitenhéhe hg, die Kantenlange s, die Oberflache
O, die Mantelflache M, die Grundflache G und das Volumen V.

=V

AN
N4

a

Quadratische Pyramide

Grundflache, _ —
Grundkante G=a’ a=+G
Grundflachen- _ \/— a= i
diagonale d=av2 \/E
2 a 2 2
Seitenhohe h? =h?+ a h? = h82 15 (E = hs2 -h?
2 2 2
a 2 a 2 2
Seitenkante s? = hs2 +| — hs2 =s?-| = (E =g - hs2
2 2 2
2 2 2
Pyramiden- 2 _ 2 d 2 Q2 d d — 2 2
; s=h"+|— h=s"-| = —| =s"-h
héhe ( 2) 2) ( 2
M
Mantelflache M = 2ah, h, = L a=_——
s 2a 2hs
O=G+M =a’+2ah =a(a+2h,)
Oberflache G=0-M M=0-G
A2
h, :Ozaa a=-h +h?+0
Volumen V:}Gm:}azh a= {ﬂ h:ﬂ2
3 3 h a
Winkel zwischen _ h a 2h
Kante s und Grund- shag =— cosa = — tana =—=
kante a S 2< a
Winkel zwischen . h a
Seitenhdhe hs und snf=— cosff=— tan B = 2_h
Grundflache G hs 2|’lS a
Winkel zwischen ) h h
Kante s und Grund- sny=— cosy =— tany=—
flache G S S d
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RegelméRige Flunfeckpyramide:

Eine Pyramide mit einem regelm&Rigen Funfeck als Grundflache ist durch die Grundkantenlange
a, die Pyramidenhdhe h bestimmt, weiter durch die Seitenhéhe hs, die Kantenlange s, die Oberfla-
che O, die Mantelflache M, die Grundflache G und das Volumen V. Die Grundflache G besteht aus
funf gleichschenkligen Dreiecken mit Innenwinkel ¢ = 72°, Grundseite a, Schenkeln r und Hohe h,.

Funfeckpyramide

Grundflache(ndreieck)

Mantelflache(ndreieck)

Dreie_ckk: I—||alber In- ﬂ =36° - ha ha = r [cos36°
nenwinke 2 C0536°
Drgieck: Schenkel, 2 _p? 4 a 2 _ a h = a
Hohe a | 2[%n36° ®  2[1an36°
2G

Grundflache = m ha = g =—

2 5a 5h,
Seitenhdhe h2 = h2 + h; h? = hs - h; hs = hs -h?

Seitenkante

Pyramiden-
thZml en 2 =h2+r2 h2=g?—r?2 r2=g2-ph2
5 2M 2M
Mantelflache M =—ah = — a=——
2 - 5a 5h,
Oberflache O=G+M G=0-M M=0-G
1 vV vV
Volumen ==G[h =— h=—
3 h G
Winkel zwischen . h a 2h
Kante s und Grund- snag =—= cosqa =— tang = —2
kante a S 2s a
Winkel zwischen ) h h h
Seitenhche hs und snf=— cosf=—= tanf=—
Grundflache G hs hs ha
Winkel zwischen . h r
Kante s und Grund- sny=— Cosy =— tany=—
flache G S S
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RegelméRige Sechseckpyramide:

Eine Pyramide mit einem regelmafigen Sechseck als Grundflache ist durch die Grundkantenlange
a, die Pyramidenhdhe h bestimmt, weiter durch die Seitenhéhe hg, die Kantenlange s, die Oberfla-
che O, die Mantelflache M, die Grundflache G und das Volumen V. Die Grundflache G besteht aus
sechs gleichseitigen Dreiecken mit Innenwinkel ¢ = 60°, Seiten a, Grundflachenradius r und Héhe

ha.

Sechseckpyramide

Gleichseitiges Grundfla- _ \/é — i 1 N3 -
chendreieck ha =54 a ha AA - _a‘ha =——a’ r=a
2 3 2 4
Grundflache aus sechs _ _ 3a? _G G _|2G
Dreiecken G _3aha _T\/:_g a _g a—3T - m
a
Seitenhohe h52 =h%+ ha2 h?=h?-h? h? =hZ?-h?
a 2 2 a 2
Seitenkante s’ = hs2 +| = hs2 =g _(Ej 2 =g2- hSZ
2 2 2
Eé{:]aemlden- 2 =h?+32 h2 =52 - g2 a? =52 -h?
1 2A, 2
Mantelflachendreieck =—a a=—-— h =—=2
AA 2 hs hs S a
Mantelflache aus sechs — — M = ﬂ
Dreiecken M = 3ah h, = g a 3h,
Oberfiache 0=G+M :3—2a(a\/§+2hs) G=0-M M=0-G
1 a’® <Y, v _ N
Volumen V:_G[ﬂ]:_h\/:_g G=— h=—=——_
3 2 h G a3
Winkel zwischen Kante s ; — h _a — 2h
und Grundkante a SInag = ?S cosa = 2_5 tana = as
Winkel zwischen Seiten- h ha h
hohe hs und Grundflache snf=— cospB=—*2 tan f=—
G hy h, h,
Winkel zwischen Kante s sny= D cosy = E tany = D
und Grundflache G V= S V= S V= a
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RegelméRige Siebeneckpyramide:

Eine Pyramide mit einem regelméafRligen Siebeneck als Grundflache ist durch die Grundkantenlan-
ge a, die Pyramidenhthe h bestimmt, weiter durch die Seitenhdhe hg, die Kantenldnge s, die Ober-
flache O, die Mantelflache M, die Grundflache G und das Volumen V. Die Grundflache G besteht
aus sieben gleichschenkligen Dreiecken mit Innenwinkel ¢ = 51,43°, Grundseite a, Schenkeln r

und Hohe h,.

Siebeneckpyramide

Grundflache(ndreieck)

Mantelflache(ndreieck)

Drele_ckk. I—||alber In- f =257° r= a ha =r [c0s25,7°
nenwinke 2 Cc0s25,7°
Dreieck: Schenkel, 2 _p2,[a ’ - a h - a
Hoh r“-=h:s+|= r - ° a
ohe a 2 20%in25,7 2an 25,7°
2G
Grundflache = m h, = E a=—_——
2 7a 7h,
Seitenhdhe h? =h?+ h; h? = h32 - h: ha2 = h32 -h?
2 a 2 a 2
Seitenkante s’ = hs2 + (Ej hs2 =s’—| = —| =¢"- hs
2 2 2
E%_’L?emlden- 2 =h2+r2 h2 =g —r2 r2 = g2 — 2
7 2M
Mantelflache M =—ah, h, = ﬂ =—-—
2 7a 7h,
Oberflache O=G+M G=0-M M=0-G
Volumen V ZEGDh :ﬂ =£
3 h G
Winkel zwischen . h a 2h
Kante s und Grund- shag =—= cosa =— tang = —32
kante a S 2S a
Winkel zwischen . h h h
Seitenhdhe hs und Sin ,8 =— COS,B =2 tan ,8 =—
Grundflache G hs hs ha
Winkel zwischen . h h
Kante s und Grund- sny=— cosy =— tany=—
flache G S S r
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RegelméRige Achteckpyramide:

Eine Pyramide mit einem regelm&Rigen Achteck als Grundflache ist durch die Grundkantenlange
a, die Pyramidenhdhe h bestimmt, weiter durch die Seitenhéhe hs, die Kantenlange s, die Oberfla-
che O, die Mantelflache M, die Grundflache G und das Volumen V. Die Grundflache G besteht aus
acht gleichschenkligen Dreiecken mit Innenwinkel ¢ = 45°, Grundseite a, Schenkeln r und Hohe h,.

S

Grundflache(ndreieck)

Mantelflache(ndreieck)

Achteckpyramide
I i h
Drelepkl(. I—||alber In ﬂ = 225° r = a ha =r [c0s22,5°
nenwinke c0S22,5°
2
Dreieck: Schenkel, 2 _pm2. (@ = a_ h = _a
Hoh r<=h;+— r=_— 5 L =
ohe a 2 2$in22,5 2 [tan 22,5°
G G
Grundflache G =4ah, = — a=—-
4a 4h,
o 2 _ 12 4 12 2 _ 12 _ 2 2 _ 2 2
Seitenhéhe h =h"+h; h® =h{ —h; h: =hS—h
2 a 2 a 2
Seitenkante s’ = hs2 + 2 h52 =s’—| = —| =¢"- hs
2 2 2
E)é%aemiden- s?=h%+r? h?=g%-r? r2=s?-h?
M M
Mantelflache M = 4ah, = — a=—
4a 4h,
Oberflache O=G+M G=0-M M=0-G
1 3V
Volumen V==GI[h =— =£
3 h G
Winkel zwischen . h a 2h
Kante s und Grund- shag =— cosq = — tang = —2
kante a < S a
Winkel zwischen ) h h h
Seitenhhe hs und sinf=— cosf=-—=2 tan B =—
Grundflache G hs hs ha
Winkel zwischen ] h h
Kante s und Grund- sny=— Cosy =— tany=—
flache G S S r
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RegelméRige Neuneckpyramide:

Eine Pyramide mit einem regelmafigen Neuneck als Grundflache ist durch die Grundkantenléange
a, die Pyramidenhdhe h bestimmt, weiter durch die Seitenhéhe hs, die Kantenlange s, die Oberfla-
che O, die Mantelflache M, die Grundflache G und das Volumen V. Die Grundflache G besteht aus
neun gleichschenkligen Dreiecken mit Innenwinkel ¢ = 40°, Grundseite a, Schenkeln r und Hohe
ha.

Grundflache(ndreieck) Mantelflache(ndreieck)
Neuneckpyramide
- ) h
Eeril\/evﬁ]kkeﬁ'alber " ? =20 r=—-= h, =r [cos20°
2 cos20°
2
Dreieck: Schenkel, 2 _ 12 a _ a — a
Hohe re=h;+ - r=——— h =————
2 2&in20 2 [tan 20°
9a 2G 2G
Grundflache = _ha ha =— =—
2 9a Sh,
Seitenh6he h52 =h’+ h: h* = hs - h; hs = hs —h?
a)’ a)’ a)’
Seitenkante s? = h52 +| — hs2 = S2 - — — | = S2 - h52
2 2 2
Pyramiden-
h(')j/:;ml en 82:h2+l’2 hzzsz_rz rzzsz_hz
9 2M 2M
Mantelflache M =—ah h,=— a=——
s 9a ghs
Oberflache O=G+M G=0-M M=0-G
1 3V &V
Volumen ==Gl[h =— =—
3 h G
Winkel zwischen . h a 2h
Kante s und Grund- sng=— cosa =— tang = —2
kante a S S a
Winkel zwischen ) h h h
Seitenhche hs und snf=— cosf=—= tanf=—
Grundflache G hS hS ha
Winkel zwischen . h h
Kante s und Grund- sny=— Cosy =— tany=—
flache G S r

Michael Buhlmann, Mathematik fir Realschiler 57



RegelméRige n-Eckpyramide:

Eine Pyramide mit einem regelmafigen n-Eck als Grundflache ist durch die Grundkantenlange a,
die Pyramidenhthe h bestimmt, weiter durch die Seitenhdhe hg, die Kantenldnge s, die Oberflache
O, die Mantelflache M, die Grundflache G und das Volumen V. Die Grundflache G besteht aus n
gleichschenkligen Dreiecken mit Innenwinkel ¢ = 360°/n, Grundseite a, Schenkeln r und H6he h,.

n-Eckpyramide

Mantelflache(ndreieck)

h
Dreieck: Halber In- ¢ _180° r= 2 _ ¢
nenwinkel 27 n COS(Q) h, =1 EOS(E)
2
2 _ a _ a
Dreieck: Schenkel, (2=h?+ a r= p ha = P
Hohe a9 208 n(E) 2[dan(7)
2
na 2G 2G
Grundflache G= _hd ha == a=-—
2 na nh,
) j 2 _ 12 2 2 _ 2 2 2 _ 2 2
Seitenhdhe h =h"+h; h® =h{ —h; h: =h{-h
2 a 2 a 2
Seitenkante s’ = hS2 + [Ej h_j =s’—-| = —| =¢*- hs
2 2 2
E(_}){Laemlden- s2 =h? +r2 h2 =g —r2 r2=g2 —p?
n 2M _2M
Mantelflache =— ahs hS =— -
2 na nhy
Oberflache O=G+M G=0-M M=0-G
1 vV vV
Volumen V ==G[h =— h=—
3 h G
Winkel zwischen 2h
Kante s und Grund- snag =— cosqa =— tang = —2
kante a < s a
Winkel zwischen . h h h
Seitenhohe hs und sinf=— cosf=—= tanf=—
Grundflache G hs hS ha
Winkel zwischen . h r h
Kante s und Grund- sny=— Cosy =— tany=—
flache G S S r
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Datenblatt: Pyramidenstumpf

Ein Pyramidenstumpf mit quadratischer Grundflache ist durch die Seitenlangen a der Quadrate
und durch Stumpfhdhe h bestimmt, weiter durch die Seitenhthe hs, die Kantenlange s, die Ober-

flache O, die Mantelflache M, die Grundflache G und das Volumen V.

Quadratischer Pyramidenstumpf

Grundflache,

Grundkante unten Gl - alz a = \/El
Grundflache, _ —
G:azdkgﬁteeoben GZ B a§ a, = \/G—Z
] d
Grundflachen- _ - 1
diagonale unten d, = ai\/E & = 2
) d
Grundflachen- _ — Y2
diagonale oben d, = a2\/E &= J2
2
Seitenhéhe hs2 =h? +(a1 _ azj h? = hs (A%
2 2
_a ) _a _ 2
Seitenkante s = hs2 H A% h52 =g’ - &4 "3 QT8 ) 2o h2
2 2 2
. _ 2 _ _ 2
Eé_/;zmlden- §2 = h? +(d1 2d2j h?=g? - d1 2d2 d, 2dz — g2 —p2
M =2(a, +a,)h,
M LM
Mantelflache 4 ZhS 2 2 2|’]S %
__ M
© 2(a +a,)
0=G,+G,+M =& +2(a +a,)h, +a;
M=0-G, -G, G =0-M -G, G,=0-M -G,
Oberflache a, =-h +/h?+0-2ah -a’ a2:—hs+\/h§+0—231hs—af
_O0-a/-a
T 2 tay)
V=Zhia +aa, +al)
Vol alz—la + ﬂ_§a2 a lal.p ﬂ_§af
olumen 2 h 4 2 2 2 h 4
&V
h= 2 2
a taa, +a,
Winkel zwischen Kante : _hy _a—-a, tang. = 2h,
s und Grundkante a; sha, = ? cosa, = 2¢ 1 a, - a,
Winkel zwischen Sei- . h -a 2h
tenhéhe hs und Grund- snpg =— CosSf, = el tan g, =
flache G h, 2h, -a,
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Winkel zwischen Kante ; _h — dl B dz t = 2h

s und Grundflache G, Sny, = s CoSy, = 2 any d, -d,
Winkel zwischen Kante — o _ — o _

s und Grundkante a, a, =180°-a, a, =180°-a,

Winkel zwischen Sei-

tenhohe hs und Grund- B, =180° - B, B, =180° - 5,

flache G,

Winkel zwischen Kante — o _ — o _

s und Grundflache G, Y, =180°- ), = 180 V>
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Datenblatt: Zylinder

Ein gerader Zylinder mit einem Kreis als Grundflache ist durch den Radius r des Kreises und durch
die Zylinderh6he h bestimmt, weiter durch die Grundflache G, die Oberflache O, die Mantelflache
M und das Volumen V.

_ |

Zylinder
Grundflache, _ _ |G
RaLthIius G= 772 r= 7_T
d
Durchmesser d=2r r :E
. U
Kreisumfang U=2mr U=rmd r=—
2T
Mantelflache M =2mrh r= ﬂ h= ﬂ
27h 2T
O=2[G+M =2m%+2mh=2m(r +h)
) G= M M=0-2[G
Oberflache 2
2
r__D+ h_+2 h:g_r
2 4 2 27T
\% \
Volumen V =G =7s2%h r=.|— h=—"
7h m?
2
Radius, Hohe r = ﬂ = M h :!
M 47N G
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Datenblatt: Kegel

Ein gerader Kegel ist durch den Radius r des Kreises als Grundflache G und durch die Kegelhthe
h bestimmt, weiter durch die Mantellinie s, die Oberflache O, die Mantelflache M und das Volumen
V bis hin zum Winkel des zum Kegel gehdrenden Kreisausschnitts, der entsteht, wenn man den

Kegel abrollt.

Kegel
Grundflache, _ _ G
Radius G=m’ r= 7__[
d
Durchmesser d=2r r :E
. U
Kreisumfang U=2m U=rm r=—
27T
I\H/Igrr]]éelllnle, Sz - rz + hz rz - SZ h2 h2 =g _r2
) M M
Mantelflache M = 7rs r=— S=——
JE T
O=G+M =m?+ms=m(r+59)
. G=0-M M=0-G
Oberflache
(=-S5, 8,0 =9 _,
2 4 T T
Volumen V :Eszéﬂzh S :ﬂz
3 3 m r
Winkel zwischen Man- snag = h cosq = L tana = h
tel- und Grundflache - g - S - ?
Halber Winkel in der ; _r - h _r
Kegelspitze snp= E cosf = < tan B = F
80°
Kreisbogen b=2m b=75 [—IL s=b GL
180° Ty
Abrollflache, A — 7523 y
Kreisausschnitt A=M =ms A=T8 o
360
Abrollwinkel y= b [80° y= iz [B60 ° y= r [B60°
JE TS S
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Datenblatt: Kreiskegelstumpf

Ein Kegelstumpf mit einem Kreis als Grundflache und einem zweiten Kreis als Deckflache ist durch
die Radien ry und r, der Kreise und durch Stumpfhdéhe h bestimmt, weiter durch die Mantellinie s,
die Oberflache O, die Mantelflache M, die Grundflache G; und die Deckflache G, sowie das Volu-

men V.

Kreiskegelstumpf

Grundflache, — 2 — 1 r
Radius unten G, =m, =1\ , 2
T
Deckflache, _ 2 — Gz
Radius oben GZ =71, 2 7 N
d,
Durchmesser unten d, =2r, rn=—
2
d,
Durchmesser oben d2 = 2r2 r,=—
2

Mantellinie, H6he

h?=¢?-(r,-r,) (r,-r,)? =s*-h?

M =78(r, +1,)

Mantelflache M M _ M
=—-r, r,=—-r, S=———
TE 7B (r, +1,)
_ _ 2, .2
0=G, +G, +M = 7|(r] +17) +s(r, +1,)]
M=0-G, -G, G =0-M -G, G,=0-M-G,
2 2
S s O
Oberflache r :_§+\/S—+9—SYZ —I‘22 r, =>4+ _+__Sr1_r12
2 4 2 4 T
_0O- 7712 _ ”22
(I +1,)
1
\4 :_m(rlz T+ I’22)
3
v 3, 1 v 3,
Volumen n=——=nL+t,)—-—r I, :—_r1+ — ==
h 4 2 h 4
_ v
77(r12 Thr + rzz)
Winkel zwischen Man- ) h r.—r h
tellinie s und Grundflé- sina, =— cosa, =+—2 tana, =
che S S r]_ - rz
Winkel zwischen Man-
tellinie s und Deckfla- a, =180°-a, a, =180°-a,

che

Michael Buhlmann, Mathematik fir Realschiler 63



Datenblatt: Kugel

Eine Kugel ist durch den Radius r bestimmt, weiter durch die Oberflache O und das Volumen V.

Kugel
Radius, - — d
Durchmesser d=2r r _E
Kugelumfang U=2mr U= r :i
21T
Oberflache O=4r? r= o
4T
Volumen V:ﬂﬂ3 r:Bﬂ r:ﬂ
3 47T @)
Halbkugel
Radius, _ — d
Durchmesser d=2r r _E
Kugelumfang U=2mr U= r :i
27T
Oberflache O=2r? r = /2
21T
Volumen V=278 r:gﬂ r:ﬂ
21T @)
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Datenblatt: Raumliche Geometrie

Beispiele:

a) Aufgabe: Von einer quadratischen Pyramide sind gegeben: die Grundkante a = 8 cm, der Win-
kel eines Mantelflachendreiecks y = 40,8°. Berechne den Winkel, den die Seitenkante mit der
Grundflache einschlief3t.

Losung: I. Im gleichschenkligen Mantelflachendreieck ist der Winkel an der Spitze y = 40,8° grof3,
die Grundkante ist a = 8 cm lang. Die Halbierung des Dreiecks flihrt auf zwei rechtwinklige Dreie-
cke mit Winkel y/2 = 40,8°:2 = 20,4° und Gegenkathete a/2 = 4 cm. Solch ein rechtwinkliges Drei-
eck wird aufRerdem durch die Seitenhohe hs als Ankathete und die Seitenkante s als Hypotenuse

a
begrenzt. Wir berechnen die Seitenkante s mit Hilfe des Sinus: Sin(LZ/J =2 =
S
: o_ 4 4 : iy o :
sin20,4° = — = s=———=11,48 cm. II. Die Grundflache G der Pyramide ist ein Quadrat mit

S sin 20,4°
Grundkantenlange a = 8 cm. Letztlich nach dem Satz des Pythagoras ist die Diagonale d dieses
Quadrats d = a\/E =d= 8\/5 = 11,31 cm. lll. Wir betrachten das rechtwinklige Diagonaldreieck
in der Pyramide, das durch die Seitenkante s, die halbe Diagonale d/2 und die Pyramidenhdhe h

begrenzt wird. Wir bestimmen: d/2 = 11,31:2 = 5,66 cm und kennen mit der Seitenkante s = 11,48
cm somit zwei Seiten im Dreieck. Der Winkel € zwischen Seitenkante und Grundflache bestimmt

d
sich dann mit Hilfe des Kosinus: COS& = 2 = COSE& = ﬁ = g£=cos* 5’—66 =60,46° =
S 11,48 48

60,5°. Der gesuchte Winkel ist also: € = 60,5°.
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b) Aufgabe: Von einer regelmafigen Funfeckpyramide sind gegeben: die Seitenhdhe hy = 6,9 cm,
die Hohe h = 6 cm. Berechne Oberflache und Rauminhalt der Pyramide.

/]

\

Losung: I. Zusammen mit h,, der Hohe in einem der finf Grundflachendreiecke der Fiinfeckpyra-
mide, bilden die Pyramidenhdhe h und die Seitenhdhe hs das Hohendreieck. Es gilt nach dem Satz

des Pythagoras: h> =hZ —h? =6,9° -6° =11,61= h, =/11,61 = 3,4 cm. Il. Im gleichschenkli-

gen Grundflachendreieck ist der Innenwinkel wegen der regelméaRigen Finfeckpyramide: ¢ =

360°:5 = 72°. Der halbe Innenwinkel im halben Grundflachendreieck betragt demgemaf: ¢/2 =

36°. Das halbe Grundflachendreieck ist rechtwinklig mit den Katheten h, und a/2. Somit berechnen
a a

wir mit dem Tangens die Gegenkathete a/2 als: tan(%j = hl = tan36° = 3—24 =

a 1

a
> =34 [1an 36° = 2,47 = a = 4,94 cm und erhalten damit die Pyramidengrundkante a = 4,94 cm.

I1l. Mit der Grundkante a, der Seitenh6he hg und der Grundflachenhéhe h, erhalten wir sofort die
Oberflache der Pyramide — entweder vermége der Grundflache G und der Mantelflache M mit:

5 5 5 5
G= Eaha =3 [4,94(3,4 =41,99=42cm? M = Eahs =3 [4,94[6,9 = 8522~ 85,2 cm? =>
O=G+M=42+ 85,2 =127,2 cm? oder unmittelbar vermége der Formel:

5 5 5
O= Ea(ha +h,) = > [4,94(3,4+6,9) = > [4,94[10,3 = 127,21 = 127,2 cm?. IV. Das Volumen

(Rauminhalt) der Funfeckpyramide ergibt sich aus Grundflache G und Pyramidenhdhe h mit: G =

42 cm?und h =6 cm als; V :%GEIh=%E42E6 =84 cm®.
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Aufgabenblatt: Raumliche Geometrie

1. Gegeben ist eine quadratische Pyramide. Berechne die fehlenden GréRen: Kanten, Hbhen,
Grund-, Mantel-, Oberflache, Volumen, Winkel.

a)a=4cm,h=6cm
b)a=10cm, hg=8cm

c) hs=10cm,s=14cm

d) a=14 cm, M = 560 cm?
e) M =176 cm?, O = 297 cm?
f)a=8cm, V =256 cm®

2. a) Von einer regelmafigen Funfeckpyramide
sind gegeben: Grundkante a = 4,8 cm, Mantel-
flache M = 120 cm?. Berechne die Seitenhdhe hs
und den Winkel € im H6hendreieck.

b) Von einer regelmaliigen Sechseckpyramide
sind bekannt: a = 10,5 cm, h = 24,3 cm. Berech-
ne die Oberflache der Pyramide.

c) Bei einer regelmafigen Achteckpyramide hat
ein Manteldreieck eine Flache von 30 cm?, die
Seitenhdhe ist 10 cm lang. Wie grof3 ist das Vo-
lumen der Pyramide, wie gro3 der Winkel zwi-
schen Seitenkante und Grundflache?
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d) In einer regelmafigen Neuneckpyramide ist
die Seitenkante 10 cm lang und der Winkel zwi-
schen Seiten- und Grundkante betréagt 75°. Be-
rechne das Volumen der Pyramide.

e) Das Volumen einer Zwolfeckpyramide ist
292,6 cm® groR, deren Grundkante 3,5 cm lang.
Berechne die Oberflache der Pyramide.

3. a) Eine quadratische Pyramide mit Grundkan-
te a = 10,6 cm und Mantelflachenwinkel y =
42,9° wird im Diagonalschnitt halbiert. Wie groR3
ist die Oberflache einer Pyramidenhalfte?

b) Aus einem regelmafigen Neuneck mit Um-
kreisradius r = 12 cm werden finf zusammen-
hangende Dreieckflachen ausgeschnitten. Die
Dreieckflachen bilden den Mantel einer Flnfeck-
pyramide. Berechne das Volumen dieser Pyra-
mide.

c¢) Eine regelmaliige Funfeckpyramide hat das
Volumen V = 624 cm® und die Grundkantenlén-
ge a =9 cm. Ein Teil der Pyramide wird ausge-
schnitten. Berechne die Oberflache des neu ent-
standenen Korpers.
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d) Von einer quadratischen Pyramide seien be-
kannt: Grundkante a = 6,6 cm, Seitenhdhe hg =
11,4 cm. Der Punkt P halbiert die Seitenkante s
der Pyramide. Berechne den Flacheninhalt des
Dreiecks ABP.

e) Gegeben ist der Querschnitt einer regelmafi-

gen Dreieckpyramide mit Seitenkante s = 9,8 cm
und Winkel ¢ = 25,4° zwischen Grundflache und h s
Seitenkante. Berechne Querschnittsflache und y h
Oberflache der Pyramide.
¢
r

ha

4. Gegeben ist ein Kegel. Berechne die fehlenden GroRen: Radius, Hohe, Mantellinie, Grund-,
Mantel-, Oberflache, Volumen, Winkel.

a)r=10cm, h=16 cm
b)h=10cm,s=12cm
c)r=9cm, O =678.6 cm?

d) h=6.4cm, O = 426.57 cm?
e)h=10cm, V=670.2 cm®

f) G = 452.4 cm?, O = 1206.4 cm?

5. a) Die Mantelflache eines Kegels ist ein Kreis-
ausschnitt mit Radius r = 16,5 cm und
Kreisausschnittswinkel ¢ = 162°. Bestimme den
Rauminhalt des zur Mantelflache zugehdrigen
Kegels.

b) Ein Kegel hat ein Volumen V = 400 cm®, der

Umfang der Grundkreises betragt u = 36 cm. Um /
wie viel Prozent nimmt die Oberflache des Ke-

gels ab, wenn ein Drittel des Kegels ausge-

schnitten wird?
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c¢) Ein Kegel und ein Zylinder besitzen dieselbe
Mantelflache M = 129,8 cm? und denselben
Durchmesser d. Die Hohe des Kegels betragt
hkegel = 8 cM. Berechne das Volumen des Zylin-
ders.

N

6. Bestimme Oberflache und Volumen der zusammengesetzten Korper.

Gegeben:

a) | Zusammengesetzter Kérper aus zwei Zylin-
dern mit den Radienr; =3,4cm, r, =5,5cm
und den Héhen h; =6,8 cm, h, = 7,6 cm.

b) |/ Quadratische Doppelpyramide mit Grund-
flache G = 49 cm?, obere Pyramide mit
Hohe h; = 8 cm, untere Pyramide mit Sei-
tenkante s, = 8 cm.

c) |Zusammengesetzter Koérper aus zwei Halb-
kugeln mit Gesamthéhe h = 12,3 cm und
Radius der oberen Halbkugel r; = 7,8 cm.
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d) | Quadratische Pyramide mit Wrfel, Ge-
samthdhe h = 18,4 cm, Wiirfelkante a = 8,7
cm.

e) |Zusammengesetzter Kdrper aus Halbkugel

und Kegel mit Kugelradius r; = 6,7 cm, Ke-
gelradius r, = 4,4 cm, Mantellinie des Ke-
gelss=10cm.
]
-]
/A\

7. a) Ein Korper besteht aus zwei aneinander-
hangenden Kegeln mit derselben Grundflache. A
Die Hohe des unteren Kegels ist doppelt so grof3
wie die des oberen. Der Achsenschnitt durch
den Korper zeigt den Winkel ¢ = 68,4° und die
Mantellinie s; = 10,4 cm. Berechne das Volumen

des Korpers. \/
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b) Ein Koérper ist aus zwei quadratischen Pyra-
miden mit gleicher Grundflache zusammenge-
setzt. Der Diagonalschnitt durch den Kérper

zeigt: h; = 8,4 cm, € = 45,3°. Das Volumen der
unteren Pyramide ist halb so grol3 wie das der
oberen. Berechne die Oberflache des Kdrpers.

¢) Ein zusammengesetzter Korper besteht aus
einem Zylinder und einem Kegel mit jeweils glei-
cher Grundflache. Dabei gilt: Volumen des Ke-
gels Vk = 503,2 cm?®, Hohe des Kegels hx = 12,5
cm, Gesamtoberflache des Korpers Oges = 618,5
cm?. Berechne die Gesamthdhe des Kérpers.

d) Ein zusammengesetzter Korper besteht aus
einer Halbkugel und einem Kegel. Der Flachen-
inhalt des Achsenschnitts betragt Ages = 118,7
cm?, der Radius der Halbkugel ist r = 6,2 cm.
Berechne die Oberflache des Korpers.

e) In einer quadratischen Pyramide hat die Sei-
tenkante eine Lange s = 12,1 cm, der Basiswin-
kel einer Mantelflache betragt a = 58,7°. Mit der
Grundflache der Pyramide verbunden ist ein
Halbzylinder. Pyramide und Halbzylinder bilden
einen Korper, dessen Volumen zu bestimmen
ist.
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8. a) Ein Wuirfel hat eine Kantenlange von 6 cm.
Am und im Wiirfel besitzt der Streckenzug
PQRS eine Gesamtlange von 21,1 cm. Weiter

gilt: B = 28,1°, F_Q = 1,6 cm. Berechne den Win-
kel a und die Lange der Strecke x.

b) Eine quadratische Pyramide hat als Grund-
kante a = 8,4 cm, als Seitenkante s = 11,5 cm.
Weiter ist der Winkel B = 41,7° gegeben. Ge-
sucht ist der Umfang des Trapezes ABCD.

c¢) Im Diagonalschnitt einer Zehneckpyramide
soll der Umfang des rechtwinkligen Dreiecks
PQR errechnet werden, wenn das Volumen der
Pyramide V = 319,1 cm?® und die Grundkante a =
3,6 cm betragt.

d) Ein Prisma hat das gleichschenklige Dreieck
ABQ als Grundflache mit: AQ = BQ =8 cmund

Winkel B = 75,6°. Weiter hat der Streckenzug
PQRS die Lange 26,7 cm. Bestimme die Ober-
flache des Prismas.
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Lésungen: 1a) hs =6.32 cm, s=6.63cm, G = 16cm M= 5056cm o= 6656cm V= 320m a=724°B=717°,
y=64,8°/1b)h=6.24cm,s=9.43cm, G =100 cm?, M = 160 cm?, O 260 cm?, V= 208 cm®,

a= 5803°B 51,3°,y=41,4°/1c)a=19.6cm, h = ZcmG 38416cm M= 3920m O 77616cm V = 254,83
cm®, a= 456°B 11,5y = 82°/1d)h 18.73 cm, hs =20 cm, s= 2119cmG 196cm

O= 756 cm?, V = 1223, 69 cm?®, a = 70, 07° B=69,5°y=621°/1le)a=11cm,h=5,81cm,hs=8cm,
s=9.71cm,G=121 cm V= 23434cm a=555° B=46,6° y=36 75°/1f)h 12 cm, hs =12.65 cm,
s=13.27 cm, G = 64 cm?, M = 202,4 cm?, O 266,4 cm?, V = 234,34 cm®, a = 72,4°, B = 716°y 64,7°.

2a) hs =10 cm, £—707°/2b)ha—909cm hs = 25,95 cm, M = 817,29 cm?, G = 286,44 cm?, O = 1103,73 cm? /2b) hg =
25,95 cm, G = 286,44 cm?, M = 81729cm 0 =1103,73 cm? /2¢c)M = 240cm hs =10 cm,

a=6cm, h=6,9cm->V=39952cm’ s—1044cmr—784cm >W|nkel 369°/2d)a 5,18 cm,

ha=7,11 cm, r—757cmG 16573cm h= 654cmV 36130m/2e)h 6,4 cm, hs = 9,14 cm,

G =137,15cm® M =192,03cm? O = 32920m

3a)d=15cm,h=12,4cm, hs=13,5cm,s=14,5cm, O = 39825cm -> 01 =0/2 + dh/2 = 292,13 cm? /3b)s—120m
MantelflachenspltzenW|nkel y 40°->a=8,2cm,V =376,53cm’/ 3c) h=13,42 cm, hs =14,78 cm, G = 139,5 cm?, M =
332,56 cm?®, O = 471,92 cm? /3d)d=9,33cm, h=10,92 cm, s = 11,87 cm, hagp = 5,94 cm, AABp = dhagp/2 = 27 71cm?/
3e)a= 1533cm h=4,2cm, hs=6,1cm, ha-443cm r—885cm >AQuerschnm-2789cm 0 =242,23 cm’.

4a)s—1887cm G =314. l6cm M = 592. 82 cm?, 0= 906 98 cm?, V = 1675.52 cm®, a = 58°/4b)r=6.63 cm,
G =138.1cm?, M 250 cm?, O = 3881cm V= 4603cm a= 565°/4c)h 12 cm, s-lScmG 254470m
M = 42412cm V= 10179cm a= 5313°/4d)r—768cm s=10cm, G 185.3 cm?, M = 241.27 cm?, V = 3953
cm®, a= 398°/4e)r—8cm s—128cmG 20106cm M = 321.95 cm? O =523 cm? a = 513°/3f)r—120m
h= 160m s=20cm,M=754cm? V=2412.7cm? a = 53 13°.

5a)u=b=46,65cm,s=r=16,5cm, A= M 384,88 cm?->h=7,43cm, V =2118,3 cm® / 5b) Kegel: r—573cm
h=11,64cm,s=12,97 cm, O = 336,59 cm® -> ausgeschnittener Kegel: O; = 20/3 + 2ADr 291,09 cm? -> prozentuale
Abnahme =-13,52 % / 5¢) Kegel r=4,5cm -> Zylinder: thllnder =459 cm, V = 292 cm®.

6a) O = M; + Oz = 597,97 cm?, V = V1+V2—96921cm /6b) O = M1+M2—222960m V=V +V,=233cm®/
GC)O OHKul+OHKu2+AKR.ng—637020m V= V1+V2—16883cm /6d)h1—97cmv V1+V2—24473+6585_
903230m O= M1+5a—18497+37845 563420m /6e)h2—9cmv Vi1 +V2=629,92 + 182,46 = 812380m
o= Ol+M2+AKre.sr.ng—28205+13848+802 500730m

7a)r=5,57 cm, hy = 8,78 cm, hz =17,56 cm, V = 2567,59 cm® / 7b)d =16,98cm,a=12cm > obere Pyramide:

hs; = 10,32 cm, M; = 247,75 cm®, untere Pyramide: hz =4,2cm, hs, = 4,86 cm, Mz = 116,69 cm” -> Oges = 364,44 cm /
7c) Kegel: r=6,2 cm, s = 13,95 cm, M = 271,78 cm?, Zylinder: G = 120,76 cm?, Mz = Oges — MK -G =22594cm’,

hz =5,8cm >hges—183cm/7d)r—rK—620m AHK—6038cm AK—Ages—AHK—5832cm -> Kegel: hK—94cm
s =11,26 cm, Mk = 219, 32 cm?, Halbkugel: Onk = 241,53 cm?, -> Oges = 460,85 cm? / 7e) Pyramide: a = 12 6cm, hp =

8,2 cm, Vp = 433,94 cm®, Zyllnder r=a/2=6,3cm, hy = 12,6 cm, Vz = 1497,46 cm® -> Vges = 1931,4 cm”.

8a) PQ = 5,69 cm, QR 8,63 cm, RS = 6,8 cm -> a = 50,7, x = 2,4 cm / 8b) Basiswinkel des Mantelflachendreiecks =
68,9°, allgemeines Dreieck mit Basiswinkel, 3 und Grundkante a -> BC = 8,24 cm, Seitenkante von Pyramidenecke zu
C = 5,96 cm -> Strahlensétze: CD = 4,35 cm -> Uy, = 8,4 + 2-8,24 + 4,35 = 29,23cm/8c)h=9,6 cm,s=11,23cm, r=
5,82 cm, Winkel bei Q = 58,8° -> PQ = 11,64, PR =9,96 cm, QR = 6,03 cm -> upgr = 27,63 cm / 8d) PQ = 7,8 cm,

SR=4cm, QR 26,7 -7,8—-4=14,9 cm -> hp, = 12,6 cm, G = 15,6 cm?, ug = 16 cm, M = 201,6 cm” -> O = 233,6

cm?.
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Datenblatt: Abhangigkeit von Formvariablen

Die Formvariable e steht in der Geometrie und Trigonometrie fir eine beliebige reelle Zahl, die die
Grundlage einer geometrisch-trigonometrisch und daher exakten Formel bildet. Seitenldngen sind
dabei Vielfaches von e, Flachen Vielfaches von e?, Volumen Vielfaches von e®. Beim Satz des
Pythagoras treten dann Ausdriicke vom Typ

Ja? =va’ = a (Wurzel und Quadrat)
Jae® =eJa =ne/a, (teilweises Wurzelziehen)

e _e .
—==a (Ganzrationalmachen des Nenners)

a a

auf. Im Bereich der trigopnometrischen Funktionen sind die exakten Werte von Sinus, Kosinus und
Tangens fir spezielle Winkel wichtig:

. 1 . 1 . 1
sin30° ==, sin45° ==+/2, sin60° = =+/3
2 2 2
1 1 1
cos30° :E\/g, cos45° :E\/E, cos60° =§

1 43

tan30° = —= =" tan45° =1, tan60° = /3
J3 3

Zu beachten ist auch, dass ein 45°-Winkel in einem rechtwinkligen Dreieck auf ein gleichschenkli-

ges Dreieck hinweist, ein 30°- oder 60°-Winkel auf ein gleichseitiges Dreieck, dessen eine Halfte

das Dreieck mit dem 30°- oder 60°-Winkel ist.

Beispiele:

a) Aufgabe: Im rechtwinkligen Dreieck ABC ist D <
die Mitte der Seite zwischen A und C sowie e die

Lange der Strecke zwischen A und E. Zeige oh-

ne Verwendung gerundeter Werte, dass der Fla- D

cheninhalt des Vierecks BCDE

- e \/é
ABCDE 18

) A E B
betragt.

Losung: I. Wir betrachten zunéchst das rechtwinklige Dreieck ADE mit dem Winkel a = 30° bei der
Ecke A und mit der Katheten AE = e. Fir die Berechnung der Hypotenuse im Dreieck verwenden

AE e  — e e 2 23
wir den Kosinus mit: co0S@ = — =>¢0S30° =—=> AD = = = i =
AD AD

2eV3

2 -
3 56\/?’: (Umstellen, Ganzrationalmachen des Nenners). Zur Bestimmung der Seite DE

: : : S22 A2 AR 2 _(2 °
im Dreieck ADE gilt nach dem Satz des Pythagoras: DE =AD —AE =>DE = 1_36\/5 -e" =

1y pE= ¢ = &3 :ef:%e\/é.ll.MitEZEG\/é

3 V333
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PR 4 -
gilt: AC= ge\/:_fv da der Punkt D in der Mitte der Seite AC im rechtwinkligen Dreieck ABC liegt.

Wir berechnen die Seite B_C indem wir wiederum den Winkel a = 30° sowie den Tangens im

. BC . BC
Dreieck ABC benutzen: tana = — =>tan30° =

AC 43
3

->§:—§e\/_ [Han30° =

4 1 4
ge\/é El\/_I_S = §e (Umstellen, Kirzen). lll. Wir haben damit alle Katheten in den rechtwinkligen
Dreiecken ABC und ADE bestimmt und kdnnen nun an die Berechnung des gesuchten Flachenin-
halts des Vierecks BCDE gehen. Dieser ergibt sich als Differenz der Flacheninhalte des Dreiecks
ABC und des Dreiecks ADE auf Grund der allgemeinen Flacheninhaltsformel fir Dreiecke A =
gh/2, hier mit den Katheten g und h:

1 -
Aec —EDAC[IBC——[-!—e\/?% E—l—e—— €3, Aupe= u\EDDE_E@ﬂte\/é— 23 =>

1 8 1 16 3
Ascoe = Avec ~ Avaoe = 2\/5 2\/5 ( j 2\/_ (18 18) 2\/5 \/_
(Ausklammern, Differenz der Bruche ermitteln).

b) Aus einem Wirfel mit Kantenlange a = 4e ist eine quadratische
Pyramide mit halber Wirfelh6he als Pyramidenhdhe heraus-
gearbeitet. Es sollen Oberflache O und Volumen V des Restkdrpers
sowie der Winkel € bestimmt werden. Die Pyramidenhthe betragt
dazu: a/2 = 2e, die Diagonale des Wiirfels: d = a\/E = 4e\/§. Die 4
Seitenkante s der Pyramide hat wegen:

s? =[EJ +(%J =(20)° + (2eV/2)? = 4¢” +8¢” =12 v :

2e

eine Lange von s = Ze\/§, die Seitenhdhe hg der Pyramide wegen:

2
a

h? = g _(Ej = (2eV/3)? - (26)% =12¢? - 4€? = 8¢?

eine Lange von h, = 2e\/2 . Die Mantelflche M der Pyramide errechnet sich als: M = 2ah, =
2[le[PeV2 =16€?/2 , hinzu kommt die Wiirfeloberflache: O,, =5a? = 5[{4e)? = 5[16e? = 80e?.

Die Gesamtoberfliche O des Korpers betragt dann: O =0,, + M =80e? +16e?/2 =16e?(5+/2).

Mit Vi, =a° = (4e)® =64€’, V, = %azh -1 [{4e)* (e = 3—32e3 errechnet sich das Volumen V des

2 1
Korpers als: V =V,, -V, = 64¢° —%e3 = ZO €”. Hinsichtlich des Winkels € zwischen Wirfel-

kante und Pyramidenseitenkante gilt dann noch mit der Seitenkante s = 2e\/§ als Hypotenuse und
der halben Wirfelkante a/2 = 2e als Ankathete:

2e 1 _+3 _43

COSE=—==—"==—3 =

203 3 3¢ 3
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Aufgabenblatt: Abhangigkeit von Formvariablen

1. a) Im rechtwinkligen Trapez ABCD gilt:

AC = Ze@, BC = 4e. Zeige ohne
Verwendung gerundeter Werte, dass fur

den Winkel a die folgende Beziehung gilt:

1
tana = —.
2

b) Im Viereck ABCD ist die Seite zwi-

schen Aund B 26\/5 lang, die Seite
zwischen C und D 2e. Rechte Winkel
liegen an den Ecken A und C vor, fir den
Winkel an der Ecke D gilt: & = 120°. Zei-
ge ohne Verwendung gerundeter Werte,
dass der Umfang des Vierecks ABCD

Uasco = 2‘3(3’\/E -J3+6 _1)
betragt.

c¢) Der Diagonalschnitt einer quadra-
tischen Pyramide ist ein gleichseitiges
Dreieck mit Seitenlange 2e. Zeige ohne
Verwendung gerundeter Werte, dass fur
die Pyramidenoberflache O bzw. den
Winkel ¢ zwischen Seitenhdhe und
Grundflache qilt:

0 =2e?(1+4/7)
cos¢ zgﬁ.

2e

Lésungen: 1a) E = Ze\/i, rechtwinkliges Dreieck mit Katheten Ze\/i, 4e\/§ ->tana / 1b) Ergdnzung durch AuRen-

dreiecke mit: CE=ey3, DE =€, E=e(2\/§—\/§),
BF =e(2v/6 -3), AD=6(2/6-4) ->u/1c)s=2e, d=2e,

h:e\/é,a=e\/§,hs=e\/l_4/2->o,cos<p.
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Datenblatt: Prozentrechnung

Prozentrechnung ist das Zusammenspiel von Grundwert G (100%) und Prozentwert W (Prozent-
satz p%) vermoge der Formeln:

__P
0p ="
P72~ 100
IE (Prozentwert)
100
W [100

= Prozentsatz
p G ( )

G= WI100 (Grundwert)
p

Fur die vermehrten und verminderten Grundwerte gilt:

+_ P
=1+— (Prozentfaktor [vermehrt
q 100 ( [ 1)

+

. " v L_G
G =GLg", G:G , g :E (vermehrter Grundwert)

+

q =1- % (Prozentfaktor [vermindert])

G =G, G :G—__, q 2% (verminderter Grundwert)
q

Beispiele:

a) Der Verkaufspreis einer Ware setzt sich zusammen aus: 35% Herstellungskosten, 32% Perso-
nalkosten, 15% Verwaltungskosten, 10% Riucklagen und 8% Gewinn, wobei der Gewinn € 4,80
betragt. Der Verkaufspreis errechnet sich — ohne Berlicksichtigung der anderen vorgegebenen

Daten — als: @ =60 € (Prozentwert: 4,80; Prozentsatz: 8). Die Herstellungskosten betra-
gen %= 21 € (Grundwert: 60; Prozentsatz: 35), die Personalkosten 32160 =19,20 €, die
Verwaltungskosten 15160 =9,00€, die Rucklagen 10160 =6,00 €.

b) Wenn 40% von 120 Vereinsmitgliedern wahlen und davon 62,5% den Vereinsvorsitzenden, so
40120 62,5048

haben =48 Mitglieder gewahlt und =30 Mitglieder den Vorsitzenden oder ins-
gesamt: 6251401120 =30 haben den Vorsitzenden gewahlt.
100100

c) Reduzierter Preis: € 95,-; Preisreduzierung um 8%. Der urspringliche Preis betrug: G~ = 95;
g =1-0,08=0,92; G=95:0,92 = 103,26 €.

d) Preis mit 19% Mehrwertsteuer: € 240,-. Preis ohne Mehrwertsteuer: G* = 240; q" = 1 + 0,19 =
1,19; G = 240:1,19 = 201,68 €.
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Aufgabenblatt: Prozentrechnung

1. Berechne jeweils den Prozentwert, Prozentsatz bzw. Grundwert:

|Nr.||Prozentwert W= ||Prozentsatz p= ||Grundwert G= |

Rl 12.9]| I 123.06|
2 | I 82.8 % || 15.07|
3 | 3.4 | 37.33
4 | 80.1]| 87.8% || |
5 | 102.8 || I 116.83|
6 | I 7.4%)| 124.7|
7 | 193.9 || I 199.24|
8 | 55.7]| I 190.91|
9 | I 52.1%]| 50.45|
110 | 371 36.8 % || |
11 | 156.9 || 85.5 % || |
12 || 4.7|| | 14.92
113 | 224 I 88.35|
114 | 108.4 | I 130.13]
115 || 9.9 98.1% | |
116 | I 25.1% || 22.89
117 | 50.8]| I 110.85)
18 || 7.4 43.6 % || |
119 | 33.1] I 49.62|
20 | 154.7 || I 181.96|

2. Berechne jeweils den Prozent-/Wachstumsfaktor bzw. den Prozentsatz:

|Nr. || Prozentsatz p= || Prozent-/Wachstumsfaktor g= |

1| 127 % || |
2| -4.9 % || |
EM| | 1.15|
4 || | 1.03|
5 | 18.6 % || |
6 | 3.9%|| |
7 | 0.837 |
8 || | 1.13|
9 | | 1.148 |
110 || 1% |

3. Der Nettoverkaufspreis einer Ware betrug urspriinglich € 115,-. Nach einer Preissenkung kostet

die Ware € 116,32 brutto; Mehrwertsteuersatz 19%.

4. Gegeben sind folgende Umsatzzahlen (€) eines Unternehmens:
2009: 124.500; 2010: 135.200; 2011: 141.900; 2012: 128.100; 2013: 131.000

Berechne die absoluten und prozentualen Anderungen zwischen je zwei aufeinanderfolgenden
Jahren. Welches durchschnittliche Wachstum ist bei den Umsatzzahlen im gesamten Zeitraum zu

beobachten?
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5. In einer Sonderaktion werden beim Schlussverkauf um 30% rabattierte Waren nochmals um
20% reduziert. Wie teuer war eine Ware, wenn diese nach den zwei Preissenkungen nur noch €

13,99 kostet?

6. Der Preis eines Fahrrades wird um 2,72% bzw. € 52,90 erhoht. Was kostete das Fahrrad vor
der Preiserhéhung? Wie viel kostet das Fahrrad, wenn 2% Skonto gewahrt wird? Wie hoch ist die
im skontierten Verkaufspreis enthalten Mehrwertsteuer? Mehrwertsteuersatz: 19%.

7. Die 640 Schuler einer Realschule verteilen sich auf die Jahrgangsstufen 5 bis 10. Erganze dem-
entsprechend die nachstehende Tabelle:

Jahrgangsstufe Anzahl der Schiler Prozentsatz
5 96
6 12,50 %
7 20,00 %
8 112
9 120
10
Summe
Ldsungen: 1. 2.
| Prozentwert P= || Prozentsatz p= || Grundwert G= | | Prozentsatz p= ” Prozent-/Wachstumsfaktor q= |
| 12.90 || 10.5% 123.06 | | 12.7% || 0873 |
2 -4.9% 0.951
| 12.50 || 82.8% 15.07 | | 3l |
| 15% || 115 |
3 | 3.40 || 9.1% 3733 |
° [4 ]| 3% || 1.03 |
IZH 80.10 || 87.8% 91.24 | | 186% || 1186 |
| 102.80 | 88.0% 116.83 | [s || -3.9% || 0.961 |
EH 9.20 || 74% 124.70 | | -163% || 0837 |
| 193.90 || 97.3% 199.24 | | 1% || 113 |
14.8% 1.148
| 55.70 || 29.2% 190.91 | E“ I |
| 1% || 0.99 |
EH 26.30 || 52.1% 50.45 |
7.
| 37.10 || 36.8% 100.68 |
Jahrgangsstufe Anzahl Prozentsatz
| 156.90 | 85.5% 18351 5 % 1500%
6 80 12,50 %
| 4.70 || 31.2% 14.92 | 7 128 20,00 %
s 112 17,50 %
| 22.40 || 25.4% 88.35 | P 0 18,75 %
| 108.40 || 83.3% 130.13 | 10 104 16,25 %
: e : Summe 640 100,00 %
| 9.90 || 98.1% 10.09 |
| 5.70 || 25.1% 22.89 |
| 50.80 || 45.8% 110.85 |
| 7.40 || 136% 17.07 |
| 33.10 || 66.8% 49.62 |
| 154.70 || 85.0% 181.96 |

3.-15% / 4. +10700, +6700, -13800, +2900; +8.59%, +4.96%, -9.73%, +2.26% -> +1,28 %. / 5. € 24,98 /
6. Preis vor Preiserh6hung = 1944,85 €, neuer Preis = 1997,75, skontierter Preis = 1957,80 €, Mwst. = 312,59 € .
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Datenblatt: Zinsrechnung

Zinsrechnung

Zinsen bei Anfangskapital Ko und Endkapital Kg: Z = Kg — Kg, Kg = Ko + Z, Ky = Kg — Z (€)
Zinsrechnung mit Anfangskapital K = Ky, p = Zinssatz (%), Anzahl der Tage t bzw. der Monate m:
Kltlp K_100[360[2 100036002 t_100[360[Z

Zeitraum t (Tage): Z =

100360 thp K@ K [p
Zeitraum m (Monatey: Z = <LMLP 1000127 10011217 100112(Z
100 12 mip K [n K p

Zinseszinsrechnung

Zinsen bei Anfangskapital Ko und Endkapital K: Z = K, — Ko, K, = Kg + Z, Ko = K, — Z (€)
Zinseszinsrechnung mit Anfangskapital Ky, Endkapital K,,, p = Zinssatz p (%), Zinsfaktor q, Anzahl der Jahre
n:

Z

p _ n _ K _ N _
=1+— K =K Ky=—2, q=n—-", Z=K -1, K, =
g 100" " o 7. Ko q”’q Ko a9, % q" -

K K
Prozentualer Zuwachs (%): ( K” —1} [100 = K" [100-100

0 0

K,=K,d, K, =K,g=K,q°, ..., K, =K,,0=K,q" (Kapital)

zizKl—KO:KOEIL%, 2, =K, -K, =K, 0P .z =K -K_ =K

a1 oP (Jahreszinsen)
100 100

Zuwachssparen

Zinsen Z bei Anfangskapital K, und Endkapital K: Z = K, — Kg, K, =Ko+ Z, Ky =K, - Z
Zuwachssparen mit Anfangskapital Ko, Endkapital K, Zinssatze py, pa, ..., pn pro Jahr, Zinsfaktoren q;, gy, ...
0n, Anzahl der Jahre n:
q, :l+&, d, :l+&, o 0y =1+ P (Zinsfaktoren)
100 100 100

K, =K,q,, K, =K,0, =K,q0,, ..., K, =K,q0,0;...0, (Kapital)

— — P - - p - - Pn ;
z =K, -K, =K, % z, =K, -K, =K, % a2, =K, K, =K [—I@ (Jahreszinsen)

K K
Prozentualer Zuwachs (%): [ K" —1} 100 = K—” [100-100

0 0

Durchschnittliche Verzinsung (%): (n E" —1J 100 = n/ E" 100-100
0 0
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Ratensparen

Beim Ratensparen wird wahrend eines Anlagezeitraums von n Jahren jahrlich eine meist konstan-
te Sparrate R einbezahlt. Alle Raten werden jahrlich mit einem (meist) konstanten Zinssatz p ver-
zinst. Bei konstanter Rate R und konstantem Zinssatz p gilt:

Zinsfaktor =1+ P

100
Endkapital K, =R(q" +...+g*+q), R= &
ndkapital K, =R(Q" +..*( q). qn+m+q2 +q

z =Rg-R, z,=Rq’ - R, ..., Z, =Rq" = R (Jahreszinsen)
Z=K,-nR=R(q" +..+9°+q—n) (Gesamtzinsen)

Ky 100-100
nR

Prozentualer Zuwachs (%): ( K& —1) 100 =
n

Bei konstanter Rate R und unterschiedlichen Zinssatzen py,... gilt:

Zinssatze py, P, ... P, Zinsfaktoren 0, :1+1%0, d, :l+%, .. Q, =1+ 1%%
Endkapital Kn = R(qlqzqn Tt qn—an—lqn + qn—lqn + qn)
z,=Rq-R, z,=Rqqg, -R, ..., z, =Rqq,...q, — R (Jahreszinsen)

Z=K,-nR=R(q0,..q, +...+q,_,0,,0, + 0,0, + 0, —N) (Gesamtzinsen)

Prozentualer Zuwachs (%): Ky -1|100= Ky [100-100
nR nR

Bei gleichméRig ansteigender Rate R und konstantem Zinssatz p gilt:

Raten R, R +d, R + 2d, ... R + (n-1)d, die sich jahrlich um einen konstanten Betrag d erhéhen

Zinsfaktor =1+ P

100
K, =Rq"+(R+d)q"" +...+(R+(n-2)d)g* + (R+(n-1d)q
=R(Q"+..+q*+q)+d(q"" +29"* +...+(n-1)q)

K, =R(@*+0q)+dqg, K;=R(q’+g°*+q) +d(g” +20),

K, =R(@" +0°+9*+0q) +d(q’ +29” +30q), ... (Kapita)

Endkapital

Kredit

Ein Kreditbetrag K wird von einem Kreditgeber (Bank, Glaubiger) fir n Monate zu einem monatli-
chen Zinssatz von p% bei einer Bearbeitungsgebihr B in Hohe von p*% des Kreditbetrags ausge-
liehen. Dafir zahlt der Kreditnehmer (Schuldner) in n Monatsraten Kreditbetrag K und Kreditkosten
KK (= Zinsen Z + Bearbeitungsgebiuhr B) zuriick (Rickzahlungsbetrag RZ), und zwar im ersten
Monat die Rate R4, in den folgenden Monaten 2 bis n die Rate R. Die Rate R ergibt sich durch Auf-
runden der ermittelten durchschnittlichen, auf die n Monate bezogenen Rate R auf volle Euro, die
Rate Ry, die daher kleiner ist als die Rate R, als Differenz von Riickzahlungsbetrag RZ und Sum-
me der Raten der Monate 2 bis n. Mathematisch gesehen gelten die Formeln:
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. K+Z+B
K+Z+B=RZ Z=KAP, B=KPp* KK=Z2+B,RZ=R, + (n-1)R, R= —————

R = R aufgerundet, R, =K + Z + B — (n-1)[R

, also im Fall einer gegebenen Bearbeitungsgebuhr B:

+(n-)R-B
K+ KBp+B=R;, +(n-1)R, K = Ri+(n-1
1+np
+(n- -B- -
szl (n-)R-B-K m00%,n=K+B+R R,
nkK R-Kp
bzw. im Fall eines Bearbeitungssatzes von p*%:
+ —
K+Kmm+K|Ib*:R1+(n-1)[R,K:M
1+np+ p*
R +(n-1)R-Kp*-K K+Kp*+R-R
= 100 %, n =
P nK n R-Kp

Annuitdtendarlehen

Ein Darlehen ist ein (gréRerer) Kredit zwischen Kreditgeber (Bank, Glaubiger) und Kredithehmer
Uber einen langeren Zeitraum (von Jahren). Zu Darlehenssumme und Zinssatz wird eine bestimm-
te jahrliche, gleich bleibende Rate (Annuitat) vereinbart, die den Zinsaufwand und die Tilgung ent-
halt. Die Laufzeit des Darlehens ergibt sich aus der Rate. Der Darlehensplan (Jahr, Rest-
schuld/Jahresanfang, Zinsen, Tilgung, Restschuld/Jahresende, Annuitat) ergibt sich gemal den
Formeln:

Ko = Darlehensbetrag (€), K; = Restschuld am Ende des Jahres i der Darlehensriickzahlung (€), p = Zinssatz
(%), R = jahrliche Rate (Annuitét, €), Z = jahrliche Zinsen (€), T = jahrliche Tilgung (€):

Ki.1 Restschuld am Ende des Vorjahres i-1 der Darlehensriickzahlung

Z =Ky 1#20 T=R-2Z, K =K1 —T (bezogen auf das Jahr i der Darlehensrtickzahlung)
Beispiele:
a) Zins: Anfangskapital K = 2000 €, Zinsen Z = 50 €, Zinssatz p = 4%: Zeitraum
t= M =75 Monate.
2000 [4

b) Zinseszins: Anfangskapital K, = 2000.00 €, Endkapital Kigg = 2560.17 €, Zinsen Z = 560.17 €,
prozentualer Zuwachs pzywachs = 28.01 %, Zinssatz p = 2.50 %, Laufzeit n = 10 Jahre.
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” Anfangskapital Ko (€): ” Zinssatz p (%): H

| 2000.00 | 2.50 |
Jahr n Kapital K, Jahreszinsen ||Jahreszinsen

(Jahresende, €) Z, (€) kumuliert (€)
| 1 ” 2050.00 ” 50.00 H 50.00|
| 2 ” 2101.25 ” 51.25 H 101.25|
| 3 ” 2153.78 ” 52.53 H 153.78|
| 4 ” 2207.63 ” 53.84 H 207.63 |
| 5 ” 2262.82 ” 55.19 H 262.82|
| 6 ” 2319.39 ” 56.57 H 319.39|
| 7 ” 2377.37 ” 57.98 H 377.37|
| 8 ” 2436.81 ” 59.43 H 436.81|
| 9 ” 2497.73 ” 60.92 H 497.73|
| 10 ” 2560.17 ” 62.44 H 560.17|

¢) Zuwachssparen: Anfangskapital K, = 8000.00 €, Endkapital Kso = 8971.47 €, Zinsen Z =
971.47 €, prozentualer Zuwachs pzuwachs = 12.14 %, durchschnittlicher Zinssatz ppurchschnit = 2.32 %,
Laufzeit n = 5 Jahre.

‘ H Anfangskapital K, (€): H || || ‘

) ]
Jahrn Kapital K, Jahreszinssatz || Jahreszinsen || Jahreszinsen

(Jahresende, €) Pn (%) 2, (€) kumuliert (€)
‘ 1 H 8120.00 H 1.50 || 120.00 || 120.00‘
‘ 2 H 8282.40 H 2.00 || 162.40 || 282.40‘
‘ 3 H 8481.18 H 2.40 || 198.78 || 481.18‘
o s017| 270  asse| 71017
‘ 5 H 8971.47 H 3.00 || 261.31 || 971.47 ‘

d) Ratensparen: Rate R = 400.00 €, Raten insgesamt = 2000.00 €, Endkapital Ks = 2123.25 €,
Zinsen Z = 123.25 €, prozentualer Zuwachs pzywachs = 6.16 %, Zinssatz p = 2.00 %, Laufzeitn =5
Jahre.

‘ || Rate R (€): H H Zinssatz p (%): | ‘
Ll 400.00 | I 2.00 |
Jahr n Raten kumuliert || Kapital K, Jahreszinsen || Jahreszinsen

(Jahresanfang, €) || (Jahresende, €) || z, (€) kumuliert (€)
‘ 1 || 400.00 H 408.00 H 8.00 H 8.00|
‘ 2 || 800.00 H 824.16 H 16.16 H 24.16 |
‘ 3 || 1200.00 H 1248.64 H 24.48 H 48.64|
‘ 4 || 1600.00 H 1681.62 H 32.97 H 81.62 |
‘ 5 || 2000.00 H 2123.25 H 41.63 H 123.25 |

e) Kredit: Kredithhe 10000,- €, monatlicher Zinssatz 0,5%, 24 Monate Laufzeit, Bearbeitungsge-
bihr in H6he von 120,- €. Gesucht: Zinsen, Kreditkosten, Riickzahlungsbetrag, monatliche Raten.

Lésung: I. Vorgaben: K = 10000, p=0,5%, n = 24, B = 120; Kredit. Il. Zinsen: Z = 1000024(0,005 =
1200. IIl. Bearbeitungsgebuhr: B = 120. IV. Kreditkosten: KK = 1200 + 120 = 1320. V. Rickzah-
lungsbetrag als Summe von Kreditbetrag und Kreditkosten, d.h. als Summe von Kreditbetrag, Zin-
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sen und Bearbeitungsgebuhr: RZ = 10000 + 1200 + 120 = 11320. VI. Monatliche Raten: Durch-
schnittliche Rate: R = 11320:24 = 471,67. Aufgerundet ergibt dies: R = 472 fir die Monate 2 bis 24.
Als Rate fur den 1. Monat haben wir dann: R; = 11320 - 23[472 = 464.

f) Darlehensplan (Annuitatendarlehen):

‘ || Darlehenssumme (€): H Zinssatz (%): H H H Rate (€): ‘
L 12000.00 a.00| I | 1400.00
Jahr Restschuld Zinsen Tilgung Restschuld Annuitat
(Jahresanfang, €) (€) (€) (Jahresende, €) || (€)

‘ 1 || 12000.00 H 480.00 H 920.00 H 11080.00 H 1400.00 ‘
‘ 2 || 11080.00 H 443.20 H 956.80 H 10123.20 H 1400.00 ‘
‘ 3 || 10123.20 H 404.93 H 995.07 H 9128.13 H 1400.00 ‘
‘ 4 || 9128.13 H 365.13 H 1034.87 H 8093.25 H 1400.00 ‘
‘ 5 || 8093.25 H 323.73 H 1076.27 H 7016.98 H 1400.00 ‘
‘ 6 || 7016.98 H 280.68 H 1119.32 H 5897.66 H 1400.00 ‘
‘ 7 || 5897.66 H 235.91 H 1164.09 H 4733.57 H 1400.00 ‘
‘ 8 || 4733.57 H 189.34 H 1210.66 H 3522.91 H 1400.00 ‘
‘ 9 || 3522.91 H 140.92 H 1259.08 H 2263.83 H 1400.00 ‘
‘ 10 || 2263.83 H 90.55 H 1309.45 H 954.38 H 1400.00 ‘
‘ 11 || 954.38 H 38.18 H 954.38 H 0.00 H 992.56 ‘
‘ || H 2992.56 H 12000.00 H H 14992.56 ‘

H Zinsen insgesamt (€) H Tilgung insgesamt (€) H

H Annuitédten insgesamt (€) ‘
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Aufgabenblatt: Zinsrechnung

1. Es gilt die Zinsrechnung fir Zeitrdume bis zu einem Jahr.

a) Wie viel Zinsen ergeben sich bei einem Kapital von 3550 € in 66 Tagen und einem Zinssatz von
2,45%7?

b) Welches Kapital ergibt in 5 Monaten bei einem Zinssatz von 1,65% Zinsen in Héhe von 55,- €?
¢) Bei welchem Zinssatz wachst ein Kapital in Héhe von 3500 € in 140 Tagen um 68,06 €?

d) In wie vielen Monaten wachst ein Kapital in Hoéhe von 6400 € bei einem Zinssatz von 1,8% um
86,40 €?

e) In wie vielen Tagen wachst ein Kapital in H6he von 9000 € bei einem Zinssatz von 3,75% um
112,50 €?

f) Ein Kapital in Hohe von 3000 € wird zu einem Zinssatz von 4,5% fir 320 Tage angelegt.

g) Ein Kredit in Hohe von 7500 € wird zu einem Zinssatz von 12,5% fir 166 Tage in Anspruch ge-
nommen.

h) Das Girokonto wird bei einem Zinssatz von 14% 23 Tage Uberzogen. Wie hoch war im Durch-
schnitt die Uberziehung, wenn die Zinsen 56,92 € betragen?

i) Nach 5 Monaten wird ein Kredit in Hohe von 11000 € mit 11450 € einschlie3lich Zinsen zurlck-
bezahlt.

J) Wie viel Tage war ein Girokonto uberzogen, wenn bei einem Kredit von 1859,60 € und einem
Zinssatz von 11,2% Uberziehungszinsen in Hohe von 6,94 € anfielen?

2. Zinsen werden mitverzinst.

a) Ein Kapital in Héhe von € 12800,- wird Gber 5 Jahre mit einem Zinssatz von 1,75% verzinst. Wie
hoch ist das Endkapital? Wie viel Zinsen fallen im 3. Anlagejahr an, um wie viel sind die Zinsen im
5. Anlagejahr hoher als im 4.?

b) Nach Anlage eines Kapitalbetrags Uber 4 Jahre betragt bei einem Zinssatz von 2,4% das End-
kapital € 9865,60. Wie hoch ist das Anfangskapital? Auf wie viel ist das Kapital nach 2 Jahren an-
gewachsen? Um wie viel Prozent ist das Kapital wahrend der 4 Jahre gewachsen?

c) Wie grof3 ist der Zinssatz, wenn ein Anfangskapital in Hohe von € 5500,- innerhalb von 3 Jahren
um 3,64% wachst? Berechne das Endkapital und die angefallenen Zinsen insgesamt.

d) Wie hoch ist das Anfangskapital, wenn dieses bei einem Zinssatz von 2% lber 1 Jahr und 5
Monate Zinsen in Hohe von 71,25 € erbringt?

3. Zuwachssparen:

a) Ein Kapital in Hohe von € 4000,- wird Gber 4 Jahre zu 1,1%, 1,3%, 1,5% und 2% verzinst. Wie
hoch ist das Endkapital, wie hoch die durchschnittliche Verzinsung? Um wie viel Prozent ist das
Kapital angestiegen?

b) Welche Anlageform ist glinstiger? Anlage A: Kapitalverzinsung tber 3 Jahre mit einem gleich
bleibenden Zinssatz von 2,5%; Anlage B: Zuwachssparen uber 3 Jahre mit 1,9%, 2,2%, 2,7%.

¢) Ein Kapital in Hohe von € 4000,- wird tber 4 Jahre zu 1,8% im 1., 2,1% im 3. und 2,2% im 4.
Jahr verzinst; die Zinsen im 2. Jahr betragen € 81,44. Wie hoch ist das Endkapital, wie hoch die
durchschnittliche Verzinsung, wie hoch der Zinssatz im 2. Anlagejahr?

d) Wie hoch ist das Anfangskapital, wenn das Endkapital bei einer Anlage Uber 4 Jahre auf
9007,04 € gewachsen ist, im 1. Jahr Zinsen von € 164,-, im 2. Zinsen in Hohe von € 184,01 anfal-
len und im 3. Jahr ein Zinssatz von 2,5%, im 4. ein Zinssatz von 2,8% anfallt. Berechne das An-
fangskapital und die fehlenden Zinssatze.

e) Die Zinssatze beim Zuwachssparen betragen fur drei Jahre: 4%, 4,5%, 5%, das Endkapital
18258,24 €. Wie hoch ist das Anfangskapital, wie grof3 sind die Zinsen im 2. Anlagejahr, wie hoch
ist die durchschnittliche Verzinsung?

f) Ein Kapital in Hohe von 6000,- € wird Uber drei Jahre beim Zuwachssparen angelegt. Im 1. Jahr
betragt die Verzinsung 2,5%, im 3. Jahr fallen 221,71 € Zinsen an, insgesamt fallen 556,21 € Zin-
sen an. Berechne die fehlenden Zinsséatze und die durchschnittliche Verzinsung.

4. Ratensparen:

a) Wie grof ist das Endkapital, wenn jeweils am Jahresanfang Uber 3 Jahre € 2000,- eingezahlt
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werden und der Zinssatz der Bank 2,1% betragt? Um wie viel Prozent ist das eingezahlte Kapital
angewachsen? Wie hoch muss die Rate sein, wenn dasselbe Endkapital Gber einen Zeitraum von
4 Jahren erreicht werden soll?

b) Wie hoch ist der Zinssatz, wenn mit einer Rate von € 800,- Uiber zwei Jahre ein Endkapital von €
1658,06 erreicht wird?

c¢) Bei einer Rate in Hohe von jahrlich € 500,- soll das eingezahlte Kapital Gber 4 Jahre mit 1,8%,
2%, 2,2% und 2,4% verzinst werden. Wie hoch ist das Endkapital? Wie viel Zinsen fallen im 2., wie
viel im 3. Anlagejahr an?

5. Kleinkredit: Gegeben: Monatlicher Zinssatz 0,5%, 24 Monate Laufzeit, Bearbeitungsgebihr in
Hohe von 1,2% des Kreditbetrags, 1. Rate 464,- €, 2.-24. Rate 472,- €. Gesucht: Kreditbetrag, Zin-
sen, Kreditkosten, Rickzahlungsbetrag.

6. Annuitatendarlehen: Gegeben: Darlehenssumme: € 65000,-, jahrlicher Zinssatz 2,8%, jahrliche
Rate € 5000,-. Gesucht: Darlehensplan.

Lésungen: 1a) 15,95 €/ 1b) 8000 €/ 1c) 5% /1d) 9/1e) 120/ 1f)Z=120€/19g) Z=432.29 €/

1h) 6373.63 €/1i) Z=450 €, p =9.82% / 1j) 12

2a) K5 =13959.89 €, Z3=231.91 €, Zs — Z, = 4.13 €/ 2b) Ko = 9000 €, K, = 9437.18 €, p = 9.95% /

2c) 1.2%, K3 =5700.39 €, Z = 200.39 €/ 2d) Ko = 2500 €

3a) Ky =4241.18 €, p=1.47%, p = 6.03% / 3b) Ko = 1000 € -> A: K3 = 1076.89, B: K3 = 1069.54 € -> A/

3c) K4 =4333.96 €, p = 2.02%, p2 = 2% / 3d) Ko = 8200 €, p1 = 2%, p2=2.2%

4a) K4 =6255.55 €, p =4.26%; R =1484.31€/4b)p=2.4%/

4c) K4 =2112.33 €, 2, =20.18 €, Z3=33.64 €

5. Kreditbetrag = 10000 €, Rickzahlungsbetrag = 11.320 €, Kreditkosten = 1120 €, davon: Zinsen = 1200 €, Bearbei-
tungsgebiihr =120 €

6. Darlehensplan (Annuitatendarlehen):

Darlehenssumme (€): || Zinssatz (%): Rate (€):
65000.00 3.80 5000.00

Jahr Restschuld Zinsen Tilgung Restschuld Annuitat

(Jahresanfang, €) (€) (€) (Jahresende, €) || (€)
1 65000.00 2470.00 2530.00 62470.00 5000.00
2 62470.00 2373.86 2626.14 59843.86 5000.00
3 59843.86 2274.07 2725.93 57117.93 5000.00
4 57117.93 2170.48 2829.52 54288.41 5000.00
5 54288.41 2062.96 2937.04 51351.37 5000.00
6 51351.37 1951.35 3048.65 48302.72 5000.00
7 48302.72 1835.50 3164.50 45138.22 5000.00
8 45138.22 1715.25 3284.75 41853.48 5000.00
9 41853.48 1590.43 3409.57 38443.91 5000.00
10 38443.91 1460.87 3539.13 34904.78 5000.00
11 34904.78 1326.38 3673.62 31231.16 5000.00
12 31231.16 1186.78 3813.22 27417.94 5000.00
13 27417.94 1041.88 3958.12 23459.82 5000.00
14 23459.82 891.47 4108.53 19351.30 5000.00
15 19351.30 735.35 4264.65 15086.65 5000.00
16 15086.65 573.29 4426.71 10659.94 5000.00
17 10659.94 405.08 4594.92 6065.02 5000.00
18 6065.02 230.47 4769.53 1295.49 5000.00
19 1295.49 49.23 1295.49 0.00 1344.71
26344.71 65000.00 91344.71
Zinsen insg 1t | | Tilgung insg 1t Annuitdten insgesamt
(€) (€) (€)
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Datenblatt: Daten, Diagramme

Mit Daten verbunden sind die zahlenmafige Erfassung von Sachverhalten und Beobachtungen
und deren grafische Darstellung. Daten ergeben damit ein mathematisches Modell, das mit Hilfe
mathematischer Methoden analysiert und bewertet werden kann. Sind zu bestimmten Datenaus-
pragungen wie Einzelwerten oder Klassen (A, B, C, ...) absolute Haufigkeiten (Anzahlen) n,, ng,
Nc, ... gegeben, so lassen sich die Gesamtsumme der absoluten Haufigkeiten n =ny + ng + nc + ...
und die relativen Haufigkeiten (Prozentzahlen) bestimmen.

Absolute Haufigkeiten lassen sich mit einem Balken- oder Saulendiagramm (auch Stabdiagramm,
Histogramm, Haufigkeitspolygon) darstellen. Relative Haufigkeiten (Prozentzahlen) lassen sich mit
einem Kreis- oder_Streifendiagramm grafisch umsetzen. Beim Kreisdiagramm ergeben sich aus
den Prozentzahlen die zu A, B, C, ... gehdrenden Winkel der entsprechenden Kreisausschnitte
vermoge:

100 % « 360°, 1% « 3,6°.

Beim Streifendiagramm entspricht der Prozentzahl die Breite des Streifenabschnitts in Zentime-
tern, so dass etwa gilt:

100% <« 10 cm.
Der Polygonzug verbindet die die Daten repréasentierenden Punkte im x-y-Koordinatensystem.

Daten ergeben ein mathematisches Modell, das mit Hilfe mathematischer Methoden analysiert und
bewertet werden kann. Liegen Datenreihen in einer Rangliste vor, so ist eine geordnete Liste von n
Zahlen a4, ay, ..., a, vorhanden mit:

a<a<..<a,
Die Rangliste kann dann wie folgt ausgewertet werden:

Datenanzahl: n
Minimum: a;
Maximum: a,
Spannweite: s = a,—a;

Unteres Quartil: k = n:4 ganzzahlig: q, =

+
% , N:4 aufgerundet ergibt Rang k: q, = ax

Median/Zentralwert: n ungerade, k =n/2 + 0,5: z = a,, n gerade, k =n/2;: z =

a‘k +ak+l
2

Oberes Quartil: k = n:4-3 ganzzahlig: q, =

+
%, n:4-3 aufgerundet ergibt Rang k: q, = ax

Quartilsabstand: g = q, — qq
= ata,t+.+ta,

n
Modalwert/Modus (als haufigster auftretender Wert beim k-ten Ranglistenelement): m = a,

Mittelwert:

Aus den ermittelten Kennziffern der Rangliste ergibt sich eine grafische Darstellung als Boxplot-
Diagramm (mit Minimum, Maximum, Quartilen, Zentralwert, Skala):

— |

v
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Beispiele:
a) Datentabelle und Streifendiagramm:

Merkmal: || Wert: || Prozentsatz:

A 4.50 23.32% ||}
B 8.40 43.52%
c 2.60 13.47% ||}
D 3.80 19.69%

[

| R [°

b) Datentabelle und Balkendiagramm:

Merkmal: || Wert: || Prozentsatz:

A 12.40 22.10% ||}
B 5.60 9.98%
c 2.10 3.74%| |}
D 9.90 17.65%
E 15.80 28.16% ||}
F 10.30 18.36% | [

A:12.40

| |B:5.60

Blc:o
| | D:9.90

F:10.30

c) Boxplot-Diagramm:

Anzahl der Daten: n = 22

Urliste: x4, ... =4;12; 2;5;5; 8;14; 3; 2
Geordnete Liste: a3, ... =2; 2; 3;4; 5, 5;
Minimum: ay, = 2

Maximum: ayax = 20

Spannweite: s = 18

Modalwert: m =8

Unteres Quartil: g, =5
Median/Zentralwert: z= 8

Oberes Quartil: g, = 11
Quartilsabstand: d = 6

Mittelwert: x” = 8.64

Boxplot-Diagramm:

) 8;
5

19;6; 7;11; 10; 9; 11; 8; 5; 20; 8; 13
:6;7;,8;8;8;8;9;10; 11; 11; 12; 13; 14; 19; 20

amin=2 Qu=5 z=8 gJo=11
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Aufgabenblatt: Daten, Diagramme

1. Die Typen A bis E einer Bakterienart wurden unter einem Mikroskop wie folgt ausgezahit: A 135;
B 212; C 57; D 24; E 182. Stelle die Beobachtungen in einem Saulendiagramm dar! Bestimme die
Prozentwerte!

2. Der Anteil der Energiearten in einem Land betragt: Kohle/Ol 47,4%, Atomkraft 20,8%, Wasser-
kraft 14,4%, Windkraft 8,5%, Solarenergie 3,5%, Ubrige Energiearten. Stelle die Energiearten in
einem Kreisdiagramm dar! Wie grof3 sind die absoluten Werte, wenn insgesamt in dem Land 80
GWh Energie verbraucht wird?

3. Eine politische Umfrage zur nachsten Wahl brachte unter den 1200 Befragten folgende Ergeb-
nisse: CDU/CSU: 412; SPD: 340; Grlne: 248; Linke: 84; FDP: 66. Bestimme die entsprechenden
Prozentséatze auch fur den Teil der Befragten, der keine Angaben gemacht hat. Erstelle ein Kreis-
diagramm sowie ein Streifendiagramm!

4. Die Bestande von Walen in den Gewassern der Antarktis betrugen:

Blauwal: 250000

“\ Buckelwal: 1,51 %
' Finnwal: 2,52 % .
Pottwal: Innenwinkel 4,54°

\\\ Zwergwal: 94,58 % /

A %
4 R -
ey g

Buckelwal: 100000 Gesamtbestand: 793000

Walbestand im Jahr 1920 Walbestand im Jahr 1990

Wie grol3 war der Gesamtbestand der Wale im Jahr 1920, wie viel Blauwale gab es noch im Jahr
1990? Um wie viel Prozent ist der Bestand der Walarten insgesamt zurtiickgegangen? Bei welchen
Walarten war der Rickgang prozentual am gréf3ten? Um wie viel Prozent ist der Bestand an Finn-
walen durchschnittlich pro Jahr gesunken?

5. Die nachstehende Urliste gibt die Anzahl der beobachteten Sternschnuppen pro Nacht im Zeit-
raum vom 6./7. bis 21./22. August 2013 an:
21, 35, 32, 45, 61, 58, 55, 63, 67, 52, 58, 58, 46, 24, 35

a) Stelle Daten und Haufigkeiten in einem Histogramm dar (Klassenbreite 10; Klassen: 20-29, ...).
b) Veranschauliche die Daten in einem Boxplot-Diagramm. Wie grof3 ist die Abweichung von
arithmetischem Mittel- und Zentralwert? Welchen Einfluss hat die Streichung des kleinsten und
grofiten Beobachtungswerts auf Mittel- und Zentralwert.
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6. Gegeben sind die beiden Beobachtungsreihen A und B:

A:5.4;7.8;7.9;8.3;8.9;9.2; 10.1; 10.8; 10.9; 11; 12.3; 13.4
B: 4;4.5;6;6.2;6.7; 8;8.9;9.5; 11; 12.2; 12.8; 12.9; 13; 13.4; 14; 14.5; 14.8

Vergleiche die Beobachtungsreihen mit Hilfe zweier Boxplot-Diagramme. Vergleiche insbesondere
die Mittel- und Zentralwerte und deren relative Abweichung voneinander.

7. Die Eintrittspreise fur Heimat- und Geschichtsmuseen in verschiedenen Orten ergaben:

Eintritt kostenlos €2- €3,- €4,- €5,- €6,- €8,- € 10,- €12,-
Anzahl 4 9 6 6 5 2 3 1 1

Erstelle das dazugehérige Boxplot-Diagramm.

Lésungen: 4. Bestande 1920 Bestande 1990
Merkmal: || Wert: Prozent- Merkmal: || Wert: Prozent-
satz: satz:

Zwergwal 850000.00 28.81% I Zwergwal || 750000.00 94.58% I
Finnwal 500000.00 16.95% Finnwal 20000.00 2.52%
Buckelwal || 100000.00 3.39% l Buckelwal 12000.00 1.51% I
Pottwal 1250000.00 42.37% Pottwal 10000.00 1.26%
Blauwal 250000.00 8.47% I Blauwal 1000.00 0.13% I
Summen: || 2950000.00 100.00% Summen: || 793000.00 100.00%

Insgesamt: -73,1 %; Pottwal: -99,2 %, Blauwal: -99,6 %; Finnwal: -3,54 % pro Jahr.

5. Anzahl der Daten: n = 15; Urliste: 21; 35; 32; 45; 61; 58; 55; 63; 67; 52; 58; 58; 46; 24; 35; Geordnete Liste: 21; 24;
32; 35; 35; 45; 46; 52; 55; 58; 58; 58; 61; 63; 67; Minimum: amin = 21, Maximum: amax = 67, Spannweite: s = 46; Modal-
wert: m = 58; unteres Quartil: q, = 35, Median/Zentralwert: z = 52, oberes Quartil: g, = 58, Quartilsabstand: d = 23, Mit-
telwert: X = 47.33./ 6. A: Anzahl der Daten: n = 12; Liste: 5.4; 7.8; 7.9; 8.3; 8.9; 9.2; 10.1; 10.8; 10.9; 11, 12.3; 13.4;
Minimum: amin = 5.4, Maximum: amax = 13.4, Spannweite: s = 8, unteres Quartil: q, = 7.9, Median/Zentralwert: z = 9.65,
oberes Quatrtil: go = 11, Quartilsabstand: d = 3.1, Mittelwert: X’ = 9.67; B: Anzahl der Daten: n = 17; Liste: 4; 4.5; 6; 6.2;
6.7; 8;8.9;9.5; 11;12.2; 12.8; 12.9; 13; 13.4; 14; 14.5; 14.8; Minimum: amin = 4, Maximum: amax = 14.8, Spannweite: s =
10.8, unteres Quartil: qu = 6 7, Median/Zentralwert: z = 11, oberes Quartil: q0 = 13 4 Quartilsabstand: d = 6.7, Mittelwert:
X = 10.14 / 7. Datenliste: = 0; 2 0: & 0; % 0; % 2; & 2; 7 9, &' 9, % 9. 1075, 15 12 o 13t 1 '3, 15 3, 16 3 17: 3, 18! 3, 197 3, 20
4, 21: 4, 22: 4; 23: 4; 24: 4; 25: 4' 26: 5' 27: 5; 28: 5; 29. 5; 30: 5; 31: 6; 32: 6; 33: 8; 34: 8; 35: 8; 36: 10; 7 12; Boxplot-Dlagramm:

amin=0 qu=2 z=3 go=5 Amax=12
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Datenblatt: Wahrscheinlichkeitsrechnung

In Zufallsexperimenten (Zufallsversuchen mit nicht vorher bestimmten Ergebnissen) werden Ereig-
nissen A Wahrscheinlichkeiten p = p(A) zugeordnet (relative Haufigkeit als die einem Ereignis A

zugeordnete Zahl -> p(A)=p =9 mit: g = Anzahl der glnstigen Versuchsergebnisse, n = Anzahl
n

der mdglichen Versuchsergebnisse).

Ein Wabhrscheinlichkeitsbaum mit seinen Asten (Pfaden) und Wahrscheinlichkeiten ist die Visuali-
sierung ein- oder mehrstufiger Zufallsexperimente. Dabei entspricht einem Elementarereignis ein
Pfad, die Wahrscheinlichkeiten entlang des Pfades werden multipliziert. Bleiben die Wahrschein-
lichkeiten bei mehrmaligem Durchfiihrung eines Experimentes gleich, so spricht man von einem
Zufallsversuch ,mit Zurticklegen®, andern sich die Wahrscheinlichkeiten, so von ,ohne Zurlckle-
gen“. Ein beliebiges Ereignis lasst sich als Menge von Pfaden darstellen, die Wahrscheinlichkeit
des Ereignisses ist die Summe der Pfadwahrscheinlichkeiten, die Anzahl der Pfade, die zu einem
Ereignis gehodren. Der eindeutigen Zuordnung von Pfad und Elementarereignis entspricht es, dass
die Summe der Wahrscheinlichkeiten von Elementarereignissen 1 (= 100% Wahrscheinlichkeit)
ergibt. Ebenso qilt:

P(A) + p(A) =1, p(A) =1- p(A), p(A) =1- p(A)
fur ein Ereignis A und dessen Gegenereignis.

Ein Zufallsexperiment ist ein Spiel, wenn im Experiment auftretende Ereignisse A, B, ... mit positi-
ven (Gewinn) oder negativen (Verlust) Geldeinheiten (GE) ga, Os, ... bewertet werden oder wenn
Gewinnpositionen ein Spieleinsatz e (GE) gegenlbersteht. Die Ereignisse haben die Wahrschein-
lichkeiten p(A), p(B), ... (zwischen 0 und 1), die Wahrscheinlichkeiten der sich gegenseitig aus-
schlielBenden Ereignisse entsprechen einer Wahrscheinlichkeitsverteilung mit p(A) + p(B) + ... +
p(sonst) = 1. Der Erwartungswert E gibt den durchschnittlichen Gewinn oder Verlust pro Spiel an
(GE), d.h. es gilt:

E = gap(A) + gep(B) + ... bzw. E = gap(A) + gep(B) + ... — €

D.h.: Der Erwartungswert ist die Summe aller Produkte, die sich aus dem Gewinn oder Verlust und
der Wahrscheinlichkeit jeweils eines Ereignisses ergeben, eventuell abziiglich des Spieleinsatzes.

Beispiele:

a) Ein Warfel wird einmal geworfen; der Spieler bekommt die einen Gewinn (GE) in Hohe der ge-
waurfelten Zahl, wenn er die ,1%, ,3" oder ,6" wirfelt, andernfalls erleidet einen Verlust (GE) in Hohe
der gewdrfelten Zahl. Der Erwartungswert errechnet sich auf Grund der Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung p(1) = ... p(6) = 1/6 und der Gewinne und Verluste g; = +1, 0> =-2,03=+3, 094 =-4, g5 = -5, gs

= +6 als:
E=1t -2 +3 -4t -5 +6 ~-017,
6 6 6 6 6 6

d.h.: der Spieler verliert pro Spiel im Durchschnitt 0,17 GE.

b) Bei einem Einsatz von € 2,50 wird ein Gliicksrad mit den drei Farben rot, blau und grin (p(r) =
0,3; p(b) = 0,5; p(g) = 0,2) zweimal gedreht. Der Spieler gewinnt € 10,-, wenn zweimal ,rot* er-
scheint, € 3,-, wenn einmal ,rot* erscheint, sonst nichts. Die Wahrscheinlichkeiten sind: p(2xr) =
0,3-:0,3 = 0,09, p(1xr) = 0,3-0,7 + 0,7-0,3 = 0,42 (laut Wahrscheinlichkeitsbaum). Der Erwartungs-
wert errechnet sich als:

E =10[0,09+3[0,42-2,50=-0,34,
d.h.: der Spieler verliert pro Spiel im Durchschnitt 34 ct.
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c) Eine Urne enthalt 2 rote und 6 schwarze Kugeln, die dreimal mit Zurticklegen gezogen werden.
Es ergibt sich mit den Grundwahrscheinlichkeiten 2/8 = 0,25, 6/8 = 0,75 (1. bis 3. Ziehung) der

folgende Wahrscheinlichkeitsbaum (R = rot, S = schwarz):

Wahrscheinlichkeitsbaum und Wahrscheinlichkeiten:

[l I '0.25R || >|[p(RRR) = 0.015625][1]
[ 0.25R| [

[l [ | | 0.75 s || > |[p(RRS) = 0.046875| 2|
|CEZLY [ —

H | | | '0.25R || >|[p(RSR) = 0.046875|[3]

H | 0755 |

H | | | 0.75S || >|[p(RSS) = 0.140625| 4]
| | |

H | 0.25 R ||| > |[p(SRR) = 0.046875|[5|

(N JoasrIN ]
Hl | | 0.75S |[>|[p(SRS) = 0.140625 g

fozss B ]
[l 0 [[025R[[>][p(SSR) = 0.140625][7]

| .

[l I | 0.75s ||| > ||p(sSS) = 0.421875 8]

ﬁgif‘h' wahrschelnlichkeit || e wavscheilhiei
k= p(kx,rot*) =

| 3 0.015625 1| 0.015625 |
| 2| 0.046875 3| 0.140625 |
| 1 0.140625 3| 0.421875
| 0 0.421875 | 1| 0.421875 |
L [ Summe | 1]
| ” H Erwartungswert ” 0.75 ‘
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Aufgabenblatt: Wahrscheinlichkeitsrechnung

1. Aus einer Urne werden zwei Kugeln mit Zurticklegen gezogen. Die Urne enthalt 6 blaue, 4 rote
und 2 weil3e Kugeln. Erganze im nachstehenden Wahrscheinlichkeitsbaum die fehlenden Wahr-
scheinlichkeiten:

1. 2. Versuchsdurchfiihrung
blau I > ||p(blau; blau ) = 1
||
blau I rot §| > ||p(blau;rot ) = 2
| |
I weil3 I > ||p(blau; weil} ) = 3
||
I blau I > ||p(rot; blau ) = 4
| |
I rot rot §| > ||p(rot; rot ) = 5
| |
I weil3 I > ||p(rot; weild ) = 6
||
I blau I > ||p(weil3; blau) = 7
|| ||
weild I rot §| > ||p(weil3; rot) = 8
weill Bl > ||p(weil3; weil’ ) = 9

|

2. Eine Urne enthdlt 4 rote und 6 schwarze Kugeln. Es wird zweimal gezogen, wobei die gezoge-
nen Kugeln zuriickgelegt werden. Berechne die Wahrscheinlichkeiten der folgenden Ereignisse:
»Alle gezogenen Kugeln sind rot.“; ,Alle gezogenen Kugeln sind schwarz.”; ,Es wird genau eine
rote Kugel gezogen.”; ,Es wird mindestens eine schwarze Kugel gezogen."

3. Ein Glicksrad besteht aus den Feldern ,blau” (120°), ,rot* (180°) und ,gelb“ (60°). Das Glicks-
rad wird zweimal gedreht.

a) Berechne die Wahrscheinlichkeiten der folgenden Ereignisse: ,Es erscheint zweimal blau.”; ,Es
erscheinen nur gleiche Farben.”; ,Es erscheinen nur verschiedene Farben.”; ,Es erscheinen rot
und gelb.”

b) Beim ,Glicksrad-Spiel“ zahlt ein Spieler fur zweimaliges Drehen des Gliicksrads einen Einsatz
von € 2,-. Er gewinnt, wenn alle Farben gleich sind, € 5,-, wenn alle Farben ,gelb” sind, zusétzlich
€5,-.

4. Unter 16 Spielkarten befinden sich Buben, Damen und Konige. Zwei Karten werden gleichzeitig
aufgedeckt. Ergdnze im nachstehenden Wahrscheinlichkeitsbaum die fehlenden Wahrscheinlich-
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keiten:

1. 2. Versuchsdurchfiihrung
Bube I > ||p(Bube; Bube) = 1
||
Bube Dame @ > ||p(Bube; Dame) = 2
62,5 %
|| ||
I Kodnig I > ||p(Bube; Kdnig) = 3
|
I Bube I > ||p(Dame; Bube) = 4
| |
I Dame I Dame I > ||p(Dame; Dame) = 5
| |
I Kodnig I > ||p(Dame; Konig) = 6
||
I Bube I > ||p(Kénig ; Bube) = 7
|| ||
1/4 Kodnig Dame I > ||p(Koénig ; Dame) = 8
||
Kodnig I > ||p(Kénig ; Kdnig) = 9

a) Wie viele Buben, Damen und Kdnige befinden sich unter den Spielkarten?
b) Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, Karten vom selben Typ (Bube, Dame, Kénig) zu ziehen?
c) Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, hdchstens einmal ,Dame* zu ziehen?
d) Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit, mindestens einmal ,Bube*“ zu ziehen?

5. Aus einer Tute mit 20 griinen, 15 blauen und 10 roten Bonbons werden zwei Bonbons mit einem
Griff herausgezogen. Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, zwei gleichfarbige Bonbons zu bekom-
men? Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, ein blaues und ein rotes Bonbon zu ziehen?

6. Ein Glicksrad mit den Farben rot (50%), griin (40%) und weil3 (10%) wird zweimal gedreht.

a) Zeichne ein Baumdiagramm.

b) Bei einem Einsatz von 1,- € gewinnt ein Spieler 5,- € bei zweimal ,weil3", 2,- € bei einmal ,wei3"
pro Spiel? Ist das Spiel fair?

¢) Wie hoch muss der Einsatz sein, damit das Spiel fair ist?

d) Wie hoch muss bei einem Einsatz von 1,- € die Auszahlung fir zweimal ,weil3" sein, damit das
Spiel fair ist?

Losungen: 2. p=0,16,p=0,36,p=0,48,p=1-0,16 =0,84./3a) pp = 1/3, pr = 1/2, pg = 1/6 -> p = 1/9, p = 7/18,
p=1-7/18=11/18, p = 1/6, b) E = 1/12. / 4a) 10xB, 2xD, 4xK; 4b) p = 0,43; ¢) p = 1 — 0,0083 = 0,992; d) p = 0,875. /
5.p=0,338, p=0,152./6b) E=-0,59, c) e = 0,41; d) x = 64.
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Abschlussprifungsaufgaben: Musterarbeit(en)

]
m
@]

P1. Ein Rechteck ABCD hat die Lange AB =8 cm und
den Flacheninhalt Az = 48 cm?. Der Winkel betragt a =
62°. Berechne den Abstand zwischen den Punkten D o/ F
und F sowie den Flacheninhalt des Dreiecks DEF.

=
m

P2. Das Dreieck ABC ist gleichseitig mit NS = 6,5 cm, c

es gilt y; = 25,3°. Bestimme den Winkel & und berechne
den Umfang des Dreiecks BCD.
5
P3/1. Von einer quadratischen Pyramide sind gegeben:
Mantelflacheninhalt M = 102,4 cm? Oberflacheninhalt
O = 166,4 cm?. Berechne das Volumen der Pyramide. h

P3/2. Von einer regelmafligen Flinfeckpyramide sind
bekannt: Rauminhalt V = 226,2 cm?®, Grundkante a = 6,1
cm. Wie grof3 ist die Oberflache der Pyramide, wie groR3
der Winkel ¢ zwischen Seitenkante s und Grundflache
G?

P4. Ein Kegel hat die Oberflaiche O = 114,14 cm? bei einem Grundkreisdurchmesser d = 6,4 cm.
Wie grol3 ist die Oberflache einer quadratischen Pyramide, die dasselbe Volumen und dieselbe
Hohe wie der Kegel hat?

P5. Lose das lineare Gleichungssystem:
1) g(x -3)+3(3y+1) =-15

(2) ﬂx_ﬂ:4
3 4
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P6/1. Eine nach oben geodffnete Normalparabel hat den Scheitelpunkt S(4|-3). Eine Gerade mit der
Steigung m = 2 geht durch den Punkt P(0]-3). Wie lauten die Schnittpunkte zwischen Gerade und
Parabel? Wie weit die Schnittpunkte voneinander entfernt?

P6/2. Eine Parabel hat die Gleichung y = ax? — 4,5 und verlauft durch den Punkt P(-2|-2,5). Be-
rechne den Wert von a. Zeichne die Parabel (Wertetabelle). Wie lauten die Koordinaten des Schei-
telpunktes und der Schnittpunkte der Parabel mit der x-Achse?

P7/1. Wie lautet die L6sungsmenge der quadratischen Gleichung?
(x+4)? — (x=5)* — (x-1)*=14x - 1

P7/2. Bestimme Definitions- und Losungsmenge der Bruchgleichung:
3 2 1

x>=x x-1 X

P8/1. Bei der drei Stunden dauernden Abschlussprifungsarbeit im Fach Mathematik an den Real-
schulen des Landes Baden-Wirttemberg sind maximal 50 Punkte (Pu) zu vergeben, wobei die
zwei nicht ausgewahlten Wahlteilaufgaben nochmals 20 Punkte ergeben. Die Punkte verteilen sich
wie folgt (P = Pflichtteil-, W = Wahlteilaufgabe) auf die Mathematikbereiche Geometrie (G), Algebra
(A), Wahrscheinlichkeitsrechnung (W), Prozentrechnung, Diagramme und Daten (D): P1: Trigono-
metrie (G) 4 Pu; P2: Trigonometrie (G) 3,5 Pu; P3: Korperberechnung 4,5 Pu; P4: Gleichung (A)
3,5 Pu; P5: Parabeln (A) 4 Pu; P6: Diagramm (D) 3,5 Pu, P7. Boxplot (D) 3,5 Pu; P8: Wahrschein-
lichkeitsrechnung (W) 3,5 Pu; W1: Trigonometrie (G) 10 Pu; W2: Kdrperberechnung (G) 10 Pu;
Wa3: Parabeln (A) 10 Pu, W4a) Wahrscheinlichkeitsrechnung (W) 5 P; Parabelmodellierung 5 Pu.

1) Berechne die Anteile der Mathematikbereiche (A, D, G, W) an der Gesamtpunktzahl von 70
Punkten bzw. 50 Punkten (wenn zwei Wahlaufgaben ausgewahlt sind).

2) Wie viel Bearbeitungszeit ist flr einen Punkt aufzuwenden, wie viel im Durchschnitt fir eine
Pflichtteilaufgabe, wie viel fir eine Wabhlteilaufgabe, wie viel fir die einzelnen Mathematikbereiche
(A, D, G, W) (wenn zwei Wahlaufgaben ausgewahlt sind)?

P8/2. Beim Zuwachssparen wird das Anfangskapital in Hohe von € 5000,- im 1. und 2. Jahr mit
einem Zinssatz von 1,2 % verzinst. Nach vier Jahren betragt das Endkapital € 5291,09, die Zinsen
im dritten Jahr betragen € 76,81. Wie hoch sind die Zinssatze im dritten und vierten Jahr, wie grof3
ist durchschnittliche Zinssatz, um wie viel Prozent hat das Anfangskapital wahrend der vier Jahre
Anlagezeit zugenommen?

P9. In einer Schublade befinden sich 8 schwarze, 6 rote und 4 gelbe Socken durcheinander. Im
Dunkeln werden aus der Schublade zwei Socken zufallig herausgegriffen. Mit welcher Wahr-
scheinlichkeit hat man Socken mit derselben Sockenfarbe erhalten?

P10. Eine Tankstelle hat die folgenden Daten von getankten Litern Superbenzin von 20 PKWs
zusammengetragen (Urliste): 34,5; 32; 56,1; 48,2; 21,8; 25,6, 44,5; 58,2; 62,7, 45; 42,1; 56,8; 24;
45,4, 37, 38,5; 18,4; 60,5; 46; 38,3. Stelle die Daten unter Ermittlung von Zentralwert und Quartilen
in einem Boxplot-Diagramm dar. Wie grof3 ist der Mittelwert der getankten Mengen?

W1l.a) Im Trapez ABCD ist: NE =14,5cm, C_D =5,2cm, y, = 81,5°, B = 37,4°. Das Dreieck CDE
hat den Flacheninhalt Acpe = 11,7 cm?. Berechne die Entfernung zwischen den Punkten A und E
und die Grof3e des Winkels a.

D C
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b) Im Trapez ABCD befindet sich das rechtwinklige D o
gleichschenklige Dreieck ABD. Gegeben sind weiter- :

hin: AB = 4e\/§, B = 150°. Zeige ohne Verwendung
gerundeter Werte, dass der Umfang des Dreiecks BCD

Upco = 262+ 312 +6) A 5

betragt.

W2/1.a) Eine Kreisflache mit Radius r = 25 cm ist fol-
gendermalien aufgeteilt: Der Kreisausschnitt mit
Ausschnittswinkel ¢ = 164° stellt die Mantelflache eines
Kegels dar, die restliche Kreisflache beinhaltet die Man-
telflache einer regelmafigen Finfeckpyramide. Um wie
viel unterscheiden sich die Rauminhalte beider Kérper?

b) Ein Korper besteht aus zwei Halbkugeln. Die grofere
Halbkugel hat den Durchmesser d; = 10e, die HOhe des
zusammengesetzten Korpers betragt h = 8e. Zeige oh-
ne Verwendung gerundeter Werte, dass die Oberflache
des Korpers

O = 847¢°
betragt.

W2/2.a) Der Achsenschnitt eines aus Zylinder und Kegel zusammenge-
setzten Kérpers hat einen Flacheninhalt von A = 108,3 cm?, der angege-
bene Winkel ist € = 72,5° grol3, die Mantellinie des Kegels betragt s = 13,3
cm. Berechne Oberflache und Volumen des Korpers.
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b) Eine regelmalige Sechseckpyramide hat die c

Grundkante a = e\/ﬁ und die Héhe h = 5e. Zeige
ohne Verwendung gerundeter Werte, dass im Dreieck
ABC fur den Winkel a gilt:

111
tana =, [—.
33

LA

v a

A

W3.a) 1) Durch die Punkte P(-1]8) und Q(2|5) verlaufen die Gerade g und die nach oben gedffnete
Normalparabel p. Bestimme die Geraden- und die Parabelgleichung.

2) Wie lautet die Gleichung der Geraden h, die durch den Scheitelpunkt der Parabel p geht und zur
Geraden g parallel ist?

3) Die Schnittstellen zwischen Gerade g und Parabel p bilden zusammen mit dem Scheitelpunkt
der Parabel ein Dreieck und dariber hinaus mit zwei Punkten auf der Geraden h ein Parallelo-
gramm, von dem zwei Seiten parallel zur y-Achse des Koordinatensystems liegen. Berechne den
prozentualen Anteil des Flacheninhalts des Dreiecks an dem Flacheninhalt des Parallelogramms.

b) Lése die quadratische Gleichung:
(2x=1)* — (3x+1)? = (x-4)(2x+8) + 16(3x+2)

W3/2.a) Berechne die Schnittpunkte P und Q der zwei allgemeinen Parabeln p;: y = -0,5x*> + 5 und
p.: y = x> — 1. Zusammen mit den Scheitelpunkten der Parabeln bilden die Schnittpunkte ein Vier-
eck, dessen Flacheninhalt berechnet werden soll.

b) Bestimme Definitions- und Lésungsmenge der Bruchgleichung:
x*+11 _ 10x _ 6-2X
2x* -8 3x+6 2x-4

W4.a) Ein Gliicksrad mit den Farben rot (144°) und griin wird zweimal gedreht.

1) Zeichne ein Baumdiagramm.

2) Bei einem Einsatz von 2,- € gewinnt ein Spieler 4,- € bei zweimal ,rot*, 2,- € bei einmal ,rot" pro
Spiel? Ist das Spiel fair? Wie viel verliert der Spieler durchschnittlich bei 50 Spielen?

3) Wie grol3 muss der Gewinn fur zweimal ,rot“ sein, damit das Spiel fair ist?

4) Wie grof3 muss der Einsatz sein, damit das Spiel fair ist?

b) Ein Tunnel mit parabelférmigem Querschnitt ist 6 m hoch und 10 m breit. Bestimme die Zahlen
a und ¢, wenn die Parabel y = ax® + ¢ den Tunnelquerschnitt beschreibt. In welchem Punkt P ist
der Tunnel 5 m hoch? Wie weit ist der Punkt P von der Mitte eines durch den Tunnel laufenden
Weges entfernt?
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Lésungen: P1. BC =6 cm, ﬁ = 3,19 cm, E =1,5cm, ﬁ =2,82cm->Aper=2,1 cm?.

P2. 5 = 180°—60°-60°-25,3° = 34,7°, hasc = 5,3 cm, BC =6,5cm, CD =9,9 cm, BD =4,9 cm -> Ugcp = 21,3 cm.
P3/1.a=8cm,h=5cm->V=106,67 cm>./P3/2. h=10,6 cm, s = 11,8 cm, O = 237,9 cm?, € = 63,9°.

P4. Kegel: r=3,2cm,h=75cm, V =80,42 cm?® > Pyramide: V = 80,42 cm3, h=7,5cm,a=5,67 cm, hs =8,02 cm,
0 =123.12 cm’.

P5.x=3,y=-2->L={(3; -2)}.

P6/1. Schnittpunkte P1(2|1), P2(8|13) > RP, = 13,42 LE./ P6/2. y = 0,5 — 4,5, S(0]-4,5), N(-3|0), N(3/0).

P7/1. L ={3}. / P7/2. Hauptnenner = x(x-1) -> D = R\{0; 1}, L = {2}.

P8/1. 1) 70 Punkte: A: 22,5/70 = 0,321 = 32,1%, D: 7/70 = 0,1 = 10%, G: 32/70 = 0,457 = 45,7%, W: 8,5/70 = 0,121 =
12,1%; 50 Punkte (W1, W2 entfallen): A: 22,5/50 = 0,45 = 45%, D: 7/50 = 0,14 = 14%, G: 12/50 = 0,24 = 24%, W: 8,5/50
= 0,17 = 17% u.a.; 2) 3 Stunden = 180 Minuten, 50 Punkte -> 3,6 Minuten/Punkt; durchschnittliche Punktzahl Pflichtteil-
aufgabe 30/8 = 3,75 Punkte -> 13,5 Minuten/Pflichtteilaufgabe; Wahlteilaufgabe 10 Punkte -> 36 Minuten/Wahlteilauf-
gabe; Zeitanteile (W3, W4 entfallen): A: 27 Minuten, D: 25,2 Minuten, G: 115,2 Minuten; W: 12,6 Minuten u.a. / P8/2. Ko
= 5000, K; =5060, K, =5120,72, K3 =5197,33, K4 =5191,09 -> p3 = 1,5%, ps = 1,8%, p (durchschnittlich) = 1,42%, p
(Zuwachs) = 5,82%.

P9. Zweistufiger Wahrscheinlichkeitsbaum, Experiment ohne Zurlicklegen -> p = p(ss) + p(rr) + p(gg) = 0,32 = 32%.
P10. Min = 18,4, Max = 62,7, qu = 32 (Rang 5), z = 43,3 (Rang 10, 11), qo = 48,2 (Rang 15), q = 16,2, s = 44,3, Durch-
schnitt X’ =41,78.

Wila)A=11,7cm*->h=45cm; e=61,1°, x = 5,89 cm, y = 2,48 b c
cm,z=3,41cm; AE =6,13cm, a =52,8°. M
h
o z gy B B
A E B
WL1b) x = 2e\2, y = 2eV6, z = 4eV2 -> D c
Ugep = BC +CD + BD = 4ey/2 + 2e(/2 +/6) + 4e -> Usco. /
K Z
f
X
A B

W2/1.a) Kegel: M = 894,48 cm?, u = 71,56 cm —> r« = 11,39 cm, hg = 22,25 cm -> Vk = 3023 cm?; Pyramide: sp = 25 cm,
Mantelflachenspitzenwinkel y = 39,2° -> a = 16,77 cm, hp = 20,53 cm -> Vp = 3311,25 cms; Volumendifferenz AV =
288,25 cm®. /W2.b) 11 = 5e, r2 = 3e -> O = Oy + O * Axreisring = 50T€” + 18me? + 161e” -> O.

W2/2.a) Kegel: r=4cm, hg =12,68 cm, Mk = 167,08 cmz, Vg = 212,46 cm3, Ak =50,72 cm? -> Az = A-Ax = 108,3-50,72
=57,58 cm” -> Zylinder: d= 8 cm, h, = 7,2 cm, Mz = 180,96 cmz, Vz=361,91 cm®->0= Mg + Mz + Axreis =

167,08+180,96+50,27 = 398,31 cmz, V =Vk+Vz=574,37 cm®. /' W2/2.b) Pyramidenseitenkante s = 6e, AB =ev33,
Dreieckshéhe hagc = Eeﬂ /111 -> Formel.
2

W3/1.a) g1y = -X+7, p1 y = X’—2x+5 = (x-1)? — 4 -> S(1|4) -> h: y = -x=3; Apos = 3-12-3-3/2-1-9/2—2.12/2 = 15 FE,
P’(-1|-4), Q’(2|-5) -> AP'Q'QP =10-3=30 FE -> Ast/ AP'Q'QP =15/30=05=50%/ W3/1.b) L= {0; 6}.

W3/2.a) P(-2|3), Q(2]3), S1(0]5), S2(0]-1) -> A = 12 FE (Drachenviereck). / W3/2.b) Hauptnenner = 6(x-2)(x+2) ->

D =R\{-2; 2}, L ={-1; 3}.

W4.a) Zweistufiger Wahrscheinlichkeitsbaum, Experiment ohne Zurticklegen mit: prot = 0,4, pgran = 0,6; Erwartungswert:
E =5.0,16+2-0,48-2 = -0,24 € -> Verlust bei 50 Spielen: 12,00 €; faires Spiel: Einsatz = 1,76 €, Gewinn fir zweimal ,rot"
=6,50 €/ W4.b) y = -0.24x* + 6, y=5 -> P(2,04/|5) -> d = 5,4 m.
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