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Matrixinversion
Matrixinversionen betreffen quadratische nxn-Matrizen von der Form:

a; &y . A

a a .o a
A — 21 22 2n

anl a'n2 ann

fir eine nattrliche Zahl n. Falls existent, erfillt eine zur Matrix A inverse Matrix A die Mat-
rizengleichung (mit Matrizenmultiplikation):

AAT=ATA=E

mit der Einheitsmatrix:

1 0 .. 0

01 .0
E =

0 0 .. 1

(mit den Hauptdiagonalelementen 1 und den sonstigen Komponenten als 0) als Ergebnis.

Allgemein lasst sich eine Matrixinversion mit Hilfe des sog. Gaul3schen Algorithmus durch-
fuhren; es ergibt sich folgende Vorgehensweise:

Vorgehensweise

1) Das Anfangstableau fur den Gauf3-Algorithmus ist von der Form:
A|E
d.h.

2) Beim Gaufischen Algorithmus werden, beginnend vom Anfangstableau, Nullen unter und tber
der Hauptdiagonalen der Matrix A der linken Seite des Tableaus wie folgt erzeugt: 1. Schritt: Er-
zeugen von Nullen in der 1. Spalte, beginnend mit der Gleichung in Zeile 2; ist a das erste Element
in Zeile 1 und b das erste Element in Zeile 2, so werden alle Matrixelemente in Zeile 2 mit a multi-
pliziert, alle Matrixelemente in Zeile 1 mit b multipliziert und Produkt minus Produkt als neue Mat-
rixelemente der Zeile 2 gebildet (Vorgehensweise (*), auch unter Beachtung des kleinsten gemein-
samen Vielfachen der Zahlen a und b). Ist a das erste Element in Zeile 1 und b das erste Element
in Zeile 3, so gilt die analoge Vorgehensweise (*) usw., bis die letzte Matrixzeile erreicht ist. / 2.
Schritt: Erzeugen von Nullen in der 2. Spalte, beginnend in Zeile 1 und mit der Gleichung in Zeile
3; ist a das zweite Element in Zeile 2 und b das zweite Element in Zeile 1 bzw. Zeile 3, so gilt die
analoge Vorgehensweise (*), und dies weiter fir Zeile 4 usw., bis die letzte Matrixzeile erreicht ist. /
3. Schritt usw., bis die letzte Matrixspalte erreicht ist. Es entsteht dadurch das Endtableau der Mat-
rix A. Dieselben Umformungen (1. Schritt usw.) werden — parallel zu den Umformungen der Matrix
A — auf der rechten Seite des Tableaus fir die Einheitsmatrix E durchgefihrt. Es entsteht insge-
samt ein Tableau, das die folgenden zwei Félle impliziert:

Fall | — Invertierbarkeit: 3/1) Ist in diesem Tableau im Bereich der linken Seite die Diagonalgestalt
mit den Hauptdiagonalelementen a, b, ... gegeben, so folgt die Invertierbarkeit der Matrix A. Die
inverse Matrix A folgt aus der Division der 1. Zeile des Tableaus durch a, der 2. Zeile durch b
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usw. Die linke Seite des dadurch erhaltenen Endtableaus ist die Einheitsmatrix E, die rechte stellt
die inverse Matrix A dar:

10 . 0|a a, . a

01 .0 a, a, .. a,
00 ..1|a, a, .. a,
d.h.:
E|A?
Fall Il — keine Invertierbarkeit: 3/Il) Das (End-) Tableau enthalt im Bereich der linken Seite Nullzei-

len. Eine inverse Matrix kann daher nicht ermittelt werden und existiert nicht.

Beispiele:
-1 3 Matrix A | Einheitsmatrix E ->
a)A= ( 5 _ 5) Anfangstableau:
-13]10
25|01
1. Schritt: 1*(2) + 2*(1) /
-1 3|10
011]21
2. Schritt: 11*(1) - 3%(2) /
-11 0]5-3
0112 1
Teilen: (1):(-11) / (2):11/
10]-5/113/11

01] 2/11 1/11 —V y
N . 4 Al = 11 /11

-> Einheitsmatrix E | Matrix A

-> Inverse Matrix existiert. 11 1
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2 4 -1 Matrix A | Einheitsmatrix E ->
b)A=|-4 2 1 Anfangstableau:
24-1|100
421|010
2-1-4|001
1. Schritt: 1*(2) + 2*(1) / 1*(3) - 1*(1) /
2 4-1]100
010-1] 210
0-5-3|]-101
2. Schritt: 5*%(1) - 2*(2) / 2%(3) + 1*(2) /
10 0-3|1-20
010-1]2 10
0 0-7]0 12
3. Schritt: -7*(1) + 3*(3) / -7*(2) + 1*(3) /
;70 0 0] -7176
0-70 0|-14 62
0 0-7] 0 12
Teilen: (1):(-70) / (2):(-70) / (3):(-7) /
100 1/10 -17/70 -3/35

010 15 3/35-1/35 Yo _1770 _%5

001| O -7 -217 Al= %5 %5 -
-> Einheitsmatrix E | Matrix At 0 _}/ _;/

-> Inverse Matrix existiert. 7 7

2 -1 -4

2 -2 3 Matrix A | Einheitsmatrix E ->
Anfangstableau:
c)A=|-3 5 4

11 10 2-2 3100
354|010

1110|001
1. Schritt: 2*(2) + 3*(1) / 2%(3) - 1*(1) /
2-2 31100
0 417| 320
0 417]|-102
2. Schritt: 2*(1) + 1*(2) / 1*(3) - 1*(2) /
4023|520
0417] 3 20
00 0]-4-22
3. Schiritt: (keine Umformung) /

4023|520
0417] 3 20
00 0]-4-22
-> Inverse Matrix existiert nicht. Al existiert nicht.
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d)A=

O O ON

o O w o

1 -4
-1 0
-1 1
0 -2

Matrix A | Einheitsmatrix E ->

Anfangstableau:

20 1-4]1000
03-10|0100
00-1 1]0010
0002|0001

1. Schritt: (keine Umformung) /

201411000
03-1 0[0100
00-1 1/]0010
000-2|0001

2. Schiritt: (keine Umformung) /

201411000
03-10[0100
00-1 1/]0010
000-2|0001

3. Schritt: 1*(1) + 1%(3) / -1*(2) + 1*@3) /

0003|1010
01]0-110
1 1]0 010

2
0 -3
00
000-2|0001

4. Schritt: -2%(1) + 3*(4) / 2*(2) + 1*(4) /

2%(3) + 1%(4) /

-4 0 0 0]-2 0-2
06 0 0] 0-2 2
0 0-2 0] 00 2
0 00-2] 000

Teilen: (1):(-4) / (2):(-6) / (3):(-2) / (4):(-2) /

1000|112 0 1/2 -3/4
0100 0 1/3 -1/3 -1/6
0010| 0 0 -1-1/2
0001|] 0 0O 0 -1/2

-> Einheitsmatrix E | Matrix A™

-> Inverse Matrix existiert.
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