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1. EINLEITUNG

1.1. Begriff und Geschichte der Monte - Carlo - Methoden

Die Methoden, von denen hier im folgenden die Rede sein wird,
sind nach der Stadt Monte Carlo im Fiirstentum Monaco benannt.
Und dies nicht zu unrecht, beschiftigen sich diese Verfahren
doch auch =~ wie bei den Roulettetischen im beriihmten Spiel-
casine von Monte Carlo - mit ZufallsgréBen. Die Monte-Carlo-
Methoden sind nd@mlich numerische Verfahren, bei denen "zuerst
ein einem gegebenen Problem angepalites stochastisches Modell
aufgestellt wird und dann die Bntsprechande; Zufallsgrolfen mit
Hilfe von Zufallszahlen simuliert werden."1 Was sind nun diese
eben zitierten Probleme?

Einmal handelt es sich um Probleme stochastischer Natur. Das
sind im Bereich der Witschaft z.B. Warteschlangen- und Lager-
haltungsprobleme, aber auch Probleme bel der Bestimmung der
Qualitdt von hergestellten Produkten.

Der zweite Problemkrels sind die Probleme deterministischer Na-
tur, auf die hier besonders eingegangen werden soll, Darunter
fallen Berechnungen von bestimmten Integralen, linearen Glei-
chungssystemen, Randwertprobleme etc.

Die Anwendbarkeit der Monte-Carlo-Verfahren auf die zuletzt ge=-
nannten, deterministischen Problemstellungen war dabei ein Ver-
dienst von E., Fermi, J. von Neumann, S. Ulam und Metropolis, die
um das Jahr 1949 einige Arbeiten auf diesem Gebiet verdffentlich-
ten, Ulam und Metropolis prigten dahéi auch den Namen "Monte=-

Carlo=-Verfahren', Und somit gilt das Jahr 1949 als eine Art



offizielles Geburtsjahr des Verfahrens, obwohl die Methode be-
reits im Zweiten Weltkrieg bei der Entwicklung der Atombombe
verwendet wurde. Doch war die Methode zundchst in ihrer Anwend-
barkeit beschrinkt. Erst die Entwicklung und Verbreitung von
elektronischer Datenverarbeitung forderte auch die Verbreitung
der Monte-Carlo-Methoden., Denn um solche Verfahren durchfiihren
zu lkonnen, um somit "Berechnungen einer sehr groBfen Anzahl von
Finzelfdllen und die statistische Verarbeitung eines umfang-
reichen numerischen HatErials“Ezu ermbglichen, bendotigt man
einfach die EDV.

Soweit die Geschichte der Monte-Carlo~Methoden im 20. Jahrhun-
dert. Doch schon im 18, Jahrhundert wurde von dem Franzosen
George Louis Leclerc, comte des Buffon (1707 - 1788) ein Ex-
periment durchgefiihrt, das stark an die Methoden bei Monte-Car-
lo-Verfahren erinnert. Das sogenannte Buffon'sche Nadeléxperi-

ment s0ll deshalb im nichsten Abschnitt geschildert werden.

1.2. Der Buffon'sche Nadelversuch3

7wei Gegenstinde spielen beim Buffon'schen Nadelversuch eine
Hauptrolle: zunichst einmal die Nadel, dann eine Ebene. Die
Ebene ist in parallele Streifen geteilt; dies geschieht durch
parallele Linien; immer zwel benachbarte Geraden haben dabel
denselben Abstand, der mit d benannt sei. Die Nadel selbst ha-
be die Linge 1. Dabei sei 1 kleiner als de Nun 130Gt man die
Nadel auf die Ebene fallen.

Buffon fragte sich nun, wie grob die Wahrscheinlichkeit ist,

dal die Nadel irgendeine dieser Parallelen schneidet. Um die



Frage zu beantworten, sind einige Vorarbeiten notwendig. Fol-
cende Konstruktion wird dazu durchgefiihrt: Eine zu den Paral-
lelen senkrechte Linie wird gezogen. Weiter sel angenommen, dal
die Mitte der Nadel auf dieser Senkrechten liegt. Man konstruiert
nun ein Koordinatensystem dergestalt, daB sein Ursprung auf ei-
ner Parallelen liegt und daB die Nadelmitte im ersten durch die
Parallelen entstandenen Streifen rechts vom Ursprung zu finden
ist, Damit kann die Position der Nadel durch zwei Koordinaten

% bestimmt werden, Die Koordinate x be-
zeichne den Abstand des Nadelmittel-

punktes von der Parallelen, auf der

der Ursprung des eben konstruierten

&ﬂan—-h

Koordinatensystems liegt, Die Koordi-

nate ¥ gibt den Winkel zwischen der
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Nadel
Nadel und den parallelen Linien an
A . (egal, ob die Nadel die Parallelen
schneidet oder nicht. Schneidet die
Parallele Nadel die Geradenschar nicht, so ist
Y der Winkel zwischen den Parallelen
Abb,. 1

und Eder Geraden, auf der die Nadel

liegt., Ist die Nadel parallel zur Ge-
radenschar gelgen, so ist ¥=0 bzw.K.). Es ist somit ein neues

ositio

Koordinatensystem entstanden, in dem die Nadelidurch die Ko-
ordinaten {x,tr} eindeutig festgelegt ist. Dabei 1st' 0% x=<d,
o=y < T . Der Punkt (x, l{) liegt also dann in einem Rechteck
mit den Seitenldngen d und W .

Welche Beziehung mub nun zwlschen x undt{ gelten, damit die Na-
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del eine Parallele schneidet? Man kann sich zunichst einmal auf

die Parallelen beschrinken, die den ersten Streifen rechts vom

—

Ursprung des zuerst konstruierten Koordinatensystems begrenzen.

Dies sind die Geraden x=o0 und x=d, Sel nun weiter ¥y fest; beriihre

schlieBlich ein Ende der Nadel die Gerade x=o0.(Diese Situation

_ Abb, 2
Madel
\
1
]
1/2
X
. -
Y /572
x=d

X=0

Abb. 3

wird in Abbildung 2 gezeigt.) Dann gilt
doch: sinyg = x/(1/2) « Da man nun
nicht annehmen kann, dal das Ende der
Nadel die Parallele immer beriihrt, so
muf die Hypotenuse kleiner gleich 1/2
sein, Also:  siny 2 x/(1/2) , und da-
mit wegen x20 : og x&€(1/2)siny .
Analog gilt (siehe auch Abb, 3):

sing 2 (d=x)/(1/2) 20

d - (1/2)sin € x]|d .

Damit schneidet die Nadel genau dann
gine Parallele, wenn eine dieser Un-
gleichungen erfiillt ist, Das hellt aber
- bezogen auf das x—'lf- Koordinaten-
system -: schneidet die Nadel die Gera-
de x=0, so gilt fiir die Konrdinate{x,?)
der Nadelposition, dab sie links eines
Sinusbogens mit der Amplitude 1/2 zwi-
schen o und ¥ liegen muB; schneidet die
Nadel die Parallele x=d, so ligt der
Punkt (x,4% ) rechts einer Sinuskurve
gleichen Typs (Abb. 4).

Die Fliche links bzw. rechts von Jje ei-
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ner dieser Kurven ist in jedem Falle 1 (Integrieren!). Der Fli-
cheninhalt der Funkte, die in Beziehung zum Schneiden der Pa=-
rallelen durch die Nadel stehen, ist somit 21, der gesamte Fli-
cheninhalt des Rechtecks “W.d (siehe Abb. 4). Die gesuchte Wahr-
scheinlichkelt flir das Ereignis "Nadel schneidet Parallele" =
es sel im folgenden mit A benannt - 1iBt sich also berechnen

als (21)/(wd) .
q Sinuskurven

3 2o
N

) 4|

Abb. L4

Man kann nun den Versuch des Nadelwerfens n-mal wiederholen.
Setzt man voraus, dal die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis

A immer dieselbe ist und dal die Versuche vollstdndig unabhingig
voneinander sind, so kann man hier von einen Bernoulli<Experiment
reden, Beschreiben nun die Zufallsvariablen Zi den i-ten Ver-

such, so definiert man:

4. =

{ o , falls das Ereignis A nicht eintritt
i

1 ; bel Eintreten des Ereignisses A

e Zufallsvariable Z2; Bibt also quasi den Erfolg oder MiBerfolg



des i-ten Versuches amn.
n
S = o3 ©2; ist nun ebenfalls eine Zufallsvariable, die

=0 £

die Werte 0 ,l,+..0n annehmen kann. Sie gibt die Anzahl der Er-
folge, die Anzahl des puftretens des Ereignisses A an, wenn

man den Versuch des Nadelwerfens n-mal widerholt.
Konsequenterweise bezeichnet die Zufallsvariable %rsh die re~
lative Hiufigkeit der Erfolge. Fir diese Zufallsvariablen gilt
nun nach dem Gesetz der groBen Zahlen: %.Sn strebt ﬁit wach-
sendem n gegen die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A, gegen
(21)/(®d); dies gilt fast sicher. -
Mit Hilfe dieser wahrscheinlichkeitstheoretischen Uberlegungen
15ft sich nun die Zahl W bestimmen. Man weil, es gilt fur gros-
ses n: =S5 % (21)/(¥d), also: ¥ (21/a)(L 507", setzt man
noch vereinfachend d=21, so gilt unmittelbar: T % {%-Sn)'1.
Grundvoraussetzung fiir diese Berechnungen bleibt allerdings die
Zufalligkeit des Versuchs. 50 miissen z.B. die Richtungen, auf
die die Nedel nach dem Werfen auf die Fldche weist, gleich-
wahrscheinlich sein, was wohl nur mit viel Mithe zu realisieren
ist, Diese Mihe wird noch iibertroffen durch die Ausdauer, die
der Experimentator beim andauernden Wiederholen des Nadelwer-

fens haben muB, Denn erst einige tausend dieser Wiederholungen

ergeben einen auf ein paar Stellen ganauen Wert der ZahlW.

1.3. Prinzip und Aufbau der Monte - Carlo - Methoden
Das Buffon'sche Nadelexperiment macht schon einiges vom Wesen

der Monte-Carlo-Verfahren deutlich. Die eingangs erwihnte De=-

finition dieser Methoden kann nun ausfithrlicher erliutert werden.



Man kann die Verfahren unter mehreren Aspekten betrachten.

Da ist einmal das stochastische Modell, das adiquat zum P# be-
-;%rachteten Problem aufgestellt werden muBl, Dies Modell ist i.

a. nicht eindeutig zu bestimmen: mochte es beim Buffon'schen

Nadelversuch das Wiederholen des Nadelwurfes sein, so wird man

im nichsten Abschnitt die Zahl¥W mittels eines anderen Modells

zu ermitteln versuchen.

Doch nicht nur das Modell ist ausschlaggebend beli den Monte-

Carlo-Verfahren. Ebenso bedeutend sind hierbei die Zufalls-

zahlen, mit deren Hilfe die Simulation durchgefithrt wird.

-Zunﬁchst zu den Zufallszahlen!

Ist X eine reelle Zufallsvariable, so heifit jeder Wert x, den

X annimmt (realisiert), eine Zufallszahl. "Somit ist eine end-

liche oder unendliche Folge von Zufallszahlen nichts anderes

als eine beziiglich der Zufallsvariablen ausgefiihrte Stichprobe

von endlichem oder unendlichem & Umfang."* Im Buffonschen Nadel-

experiment wurden Zufallszahlen in einem endlichen Umfange durch

Wiederholung des Nadelwurfes erzeugt; man mul hier sogar rich=

tiger von erzeugten Zufallspunkten sprechen, da ja aus jedem

Wurf die Koordinaten x und Y resultierten {{x,lf} ist ebdn ein

Punkt im x-{ - Koordinatensystem, ein Zufallspunkt).

Man mu® nun noch Zufallszahlen von Zufallsvariablen mit verschie-

denen Verteilmngsfunktionen unterscheiden: es gibt gleichver-

teilte, Bernoullische und normalverteilte Zufallszahlen bei-

splelsweise, die man als Realisierung einer gleichverteilten,

Bernoulli-verteilten und normalverteilten Zufallsvariablen ver-




steht., Da hier besonders gleichverteilte Zufallszahlen von
Interesse sind, seien diese kurz definlert.

-%hef.: a) Eine Zufallsvariable heift gleichverteilt iber dem
Intervall [n,ﬂ (dies kann ohne Einschriénkung definiert wer-
den), wenn sie eine Dichtefunktion folgenden Typs besitzt:

1 fir xelo,]]
f(x) =
o  sonst

b) Gleichverteilte Zufallszahlen im Intervall Lo,1
sind Realisierungen, der in a) definierten Zufallsvariablen.
Die Zufallspunkte im Buffon'schen Nadelversuch waren gleich=
verteilt, sieﬁt man einmal von der Kritik an der "Zufzlligkeit"
des Nadelwurfes ab. Die Erzeugung von Zufallszahlen soll im
folgenden sowieso nicht interessieren; es werden hier vielmehr
die durch Zufallsgeneratoren erzeugten Zufallszahlen als ge-
geben vorausgesetzt.
Nun zum Begriff "Simulation"! Allgemein versteht man unter Simu-
lation ‘Meine mdglichst wirklichkeitsgetreue Nachbildung eines
realen Geschehens. Dabei wird der zugrundeliegende reale Sach-
verhalt durch ein Modell ersetzt, das man dann experimentell
auf seine Eigenschaften hin untersucht."5 Das Modell ist hier
ein mathematisches Problem, die Simulation seine Behandlung
mit Hilfe von Zufallsmechanismen,
Was die Monte-Carlo-Methode als numerisches Verfahren anbe-
trifft, so ist zu sagen, daB sie sich im Hinblick darauf ein-

fach gestaltet, Die Methode zeichnet sich nidmlich durch eine




einfache Struktur des Rechenalgorithmus aus. Es wird nur ein
Programm zur Realisierung eines Zufallsexperiments benttigt,
das dann n-mal wiederholt wird (n natiirliche Zahl). Die Ver-
suche miissen voneinander unabhingig sein. Zum SchluB wertet
man die Ergebnisse aller Versuche statistisch aus.

S0 wird der Aufbau der Monte=Carlo-Methoden offenbar: Ein Pro-
blem ist zegeben., Es wird ein 5eeignetes mathematisches Modell
aufgestellt, was mittels Wiederholung eines Zufallsexperimen=-
tes (man beachte den dazu bendtigten Rechenalgorithmus) be-
handelt wird (Simulation).

Soweit die Einleitung. Die nschsten Abschnitte beschdftigen

sich mit speziellen Monte=Carlo-Methoden.
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2, DIE METHODE "HIT - OR - MISsMY
2.1. Allgemeines. zum hit-or-miss - ‘Jerfahrenﬁ'
Sei f eine reellwertige Funktion f:[o,i]—>[0,1] . Weiter sei g
eine Funktion mit g:[o,x[o,]—=[0,] derart, dah gilt:
_ {o fir f(x)<|y
5(x,y) = i1 filr f(x)ayl"’
Dann 1l#Bt sich f(x) darstellen als:

1
f(x) = I g(x,y)dy
o

7iel des hit-or-miss = Verfahrens ist es nun mittels des im Ab-
schnitt 1.3%. beschriebenen Mechanismus der Monte~Carlo=-Methoden

folgendes Integral zu berechnen:

1 1 ¢
2] =J f(x) dx = DI J g(x,y)dxdy .

Dazu werden n Zufallspunkte im Einheitsquadrat [O,HKED,'I] er-
zeugt. Und zwar sind alle dazu bendtigten 2n Zufallszahlen Re-
alisierungen einer gleichverteilten Zufallsvariablen. Seien al-
80 ﬁ.l ,“E"..“aﬂ diese ZUfallszahlen, {ﬁ.l ,%), (ﬂ ,M'L]'}’..-
05 1 !“2:?.)’"‘ E“Zn-ﬂ’ﬂan) die zweidimensionalen Zufallspunkte
im Einheitsquadrat.
Die n-malige Wiederholung eines Zufallsexperiments ergibt sich
aus der Anwendﬁng der Funktion g auf die Zufallspunkte. Wie die
Zufallsvariable 2, im Buffon'!schen Nadelversuch, so ordnet g
dem Zufallspunkt [“Ei-‘l”"ai) die reelle Zahl g(h_;_,i_.l,&ai)&[,onl
zu, je nachdem ob der Zufallspunkt unterhalb oder oberhalb der
Kurve f{x) liegt; also ob gilt:r . flec,. .. VRPN ST +

EL; kg Tloty; oq) & 0, sodart  flety; )
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Entsprechend ist

o}
keit der Zufallspunkte, die 11

{
unterhalb der Kurve liegen, h
die Haufigkeit der "hits" flop; P1-

(Treffer) gegeniiber den "mis-

ses" (daher der Name des Ver- 1 T 1 |

fahrens)., n¥/n ist dann die . _a _ 1 5

relative Hiufigkeit der Tref- Xoiog "
* fer bei der n-maligen Wieder- Abb. 5

holung des zugrundeliegenden Zufallsexperiments,
Da es sich hierbei um ein Bernoulli~Experiment handelt, 1&Bt sich
das Gesetz der pgroBen Zahlen anwenden. Es gilt somit:

n*/n —> © (nded). o
.@, als Wert des Integrals ‘1 f(x)dx , ist dabei die Wahr-
scheinlichkeit, dab ein Zufalispunkt unterhalb der Kurve f(x)
erzeugt wurde, eriechnet sich doch © alz Quotient der Fliche
unter der Kurve (das Integral) und dem Flicheninhalt des Ein-
heitsquadrates (dieser ist gleich 1) (@ als Wahrscheinlichkeit
aufgefalbt). |
Das Gesetz der groBen Zahlen nun weist darauf hin, dab man fir
groBe n das Integral® gut schitzen kann. Auf die Giite der Monte-

Carlo-Methoden wird iibrigens spiter noch eingegangen, Zuvor ein

Beispiel zur hit-or-miss - Methode!
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2.2. Eine Anwendung der Methode "Hit-or-Miss": Die Bestimmung

der Zahl W/k

—

Wie bekannt, ist der Flicheninhalt des Einheltskreises W . Die
Funktion f: [o,{]=—=»[o,7] mit f(x) = -(1 — x2' beschreibt dann
einen Viertelkreis-Bogen des Einheitskreises im Einheitsqua-.
arat [o,1]%[o,1] . DemgemsB errechnet sich die Flache unterhalb
des Funktionsgraphen von f(x) als Flicheninhalt des Einheits-
kreises geteilt durch 4, also als W/L.

Damit ist eine Situation gegeben, die die Anwendung der hit-or-

miss - Methode moglich macht. Es kann also

1
& = § txax = ¥/

o

berechnet werden.

1 fiir +32$ ]

Als Funktion g ergibt sich: g(x,y) = &q fiir x + ¥y > 1

Die Berechnung liefert dann fir n, n® und die Nzherung von W/k
(also: n¥/n) folgende Tabelle:

¥/4 = 0.785398
n n* n*/n |n¥%/n - 'ﬂ'ﬂpl
50 37 0.7% | 0.045398
100 78 0.78 0.005398
150 115 0.766667 | 04018731
200 160 0.8 0.014602
250 201 0.804 1 0.018602
500 397 0.794 0.008602
750 598 04797333 | 04011935
1000 791 ; 04791 0,005602
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n n'F n*/n In*/n - w/u|
1255 9521 é.%BEEI 04000202
1500 1182 1 0.788 0.002602
1750 13571 f 0.783428 : 0.00197
2000 1569 0«7845 0.,000898
2500 1957 0.7828 0,002598
3000 2341 0.780333 | 0.005065
3500 2748 0.785142 : 0.,000256
Looo 3148 0.787 0.,001602
4500 3542 0. 787111 | 0.,001713
5000 3934 ] 0.7868 0.001402
5500 4329 0.787091 { 0.001693
6000 4738 0.789667 |. 0.004269

Tab. 1 ﬂ

Die Analyse der Daten in Tabelle 1 soll erst spédter, beim Ver-
gleich der hit-or-miss - Methode mit der noch vorzustellenden

crude - Methode, geschehen.
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3, DIE METHODE "CRUDE MONTE CARLO"

2,1. Allgemeine Beschreibung der Methode?

Es sei f wieder eine reellwertige Funktion von [0,1] nach [o,ﬂ.

7iel ist es - analog zum hit-or-miss = Verfahren - das Integral

o = 51 £(x)dx

8]
»u berechnen., Dies geschieht beim crude Monte Carlo allerdings
mit Hilfe von n Zufallszahlen, die zur n-maligen Wigderholung
eines Zufallsexperimentes bendtigt werden. Die n Zufallszahlen
&1 185000 &, seien dabei gleichverteilt im Einheitsintervall.

Bildet man nun die Werte

fl = f<&l} {i=1,ll¢ n} L]
so gilt:

-— il "I Il

T o= 5 & 5

das arithmetische Mittel der fj ist eine "erwartungstreue (un-
verfdlschte Schﬁtzung;"g fiir das Integral © .
(Sei X nimlich eine stetige Zufallsvariable auf dem Einheits-
intervall. f; seien Realisierungen von X (i=1,... n). Dann kann
man X als die vorgegebene Funktion f identifizieren, und der
Erwartungswert von X ist:

E(X) = e .
Dann 1:Bt sich E(X) nach Ergebnissen der Wahrscheinlichkeits-
theorie durch T schitzen.)
Mit Hilfe der crude-Methode so0oll nun ebenfalls die Zahl ™/

bestimmt werden.
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3.2, Ermittlung der Zahl W/4 durch die crude = Methode
Sei f wieder die Funktion in 2.2., also:
5 {[ﬂiﬂ—"';'[:osﬂ l
' b = T xE )

Es ergeben sich nun bel gewissen n fir f folgende Werte:

n gy, ] T lE- wal
50 37.859397 0.757187 0.028211
100 77838901 0.778389 0.007009
150 118,399886 | 0.789332 0.003934
200 ~-158.801902 0.794009 0.008611
250 197.943730 | ©0.791774 0.006376
500 400,953330 0.801906 0.016508
750 593.948164 | ©0.791931 04006533
1000 786.260281 0.786260 0.000862
1250 984.90494 |  0.787923 0.002525
1500 1183.062224 0.788708 0.00331
1750 13581.904234 0.789659 04004261
2000 1576.823818 0.788412 0.003014
2500 1962,050035 0.784820 0.,000578
3000 2361.936927 0.787312 0.,001914
3500 2751 .668521 0.786191 0.000793
Looo 3147.184372 0.786796 0.001398
4500 3537.571965 | 0.786127 0.000729
5000 3926.630503 0.785326 0.,000072
5500 L321.614742 0.785748 0.00035




s

n | T, | T | 1 -wnl
6ooo |  4710.18643 | 0.785031 | 0.000367

Tabelle 2

Auch die Analyse dieser Ergebnisse soll im n&chsten Kapitel

erfolgen.



- N

L. BETRACHTUNGEN ZUR GUTE DER VERFAHREN "HIT -~ OR - MISS"
UND M“CRUDE MONTE CARLO"

k.1, Die Giite der hit-or-miss - Methode 9

Zur Erinnerung: Jedem Zufallsexperiment, das bei der hit-or-
miss - Methode auftrat, konnte eine Zufallsvariable Zi mit Rea-
lisierungen o und 1 (miss oder hit) zugeschrieben werden, Die
Zufallsvariable 85 = J?!Lﬂ' Zs (siehe auch 1.2.) ist dann bi-
nomial verteilt mit den Parametern n (Anzahl der Wiederholungen
eines Zufallsversuchs) und © (als Wahrscheinlichkeit des Auf-
tretens eines Treffers). Demgemil ergibt sich als Varianz fir
diese Zufallsvariable: G2 = 01 - ®)/n , und damit dle
Standardabweichung als MaB des Fehlers beim Ergebnis des Monte-
Carlo-Verfahrens nach n Wiederholungen eines Zufallsexperiments:

s -doa-0)n' .

Mit anderen Worten: Der Fehler, der bei der Simulation durch die

niteop-miss - Methode auftritt, ist proportional zu n~1/2, Msch-
te man #n z.B, auf ein Zehntel uverkleinern, so muf man ein-
hundertmal ™ mehr Zufallsversuche durchfilhren. Und .dann ist noch
nicht sicher, ob dieser Fehler nicht doch lberschritten wird,
liegt doch die Wahrscheinlichkeit, daB der Fehler kleiner als
eine vorgegebene Zahl ist, nur nahe bei 1.

Und noch eine Schwierigkeit! Die Formel fir den Fehler beriick-
sichtigt den exakten Wert von © ; dieser ist aber in den meis-
ten Anwendungen der Monte-Carlo-Methoden unbekannt. Eine Formel

zur niherungsweisen Berechnung der Varianz, also auch des Feh-



o T
lers, chne Beriickslichiigung von ©® wird in 4.2. angegeben.

.2, Die Giite der Methode "Crude Monte Carlo™ 1o
In 3.1. wurde die Funktion f mit einer Zufallsvariablen iden=-
tifiziert. Demgemidl gilt fiir die Varianz dieser Zufallsvariab-
len, die ja den Erwartungswert © hat: GE = r (f(x) - 9}2 dx.
Dann gilt fiir die Varianz von f: 4

% = €/m = & mf1 (£(x) - ©)° ax
und fiir die Standardabweichung: E"'-f = SA.

Doch auch hier wird zur Berechnung des Fehlers der wahre Wert
von © benutzt. Um dies nun zu vermeiden, kann man in der Praxis
die Varianz der zugrundeliegenden Zufallsvariable f mit der
Formel:

% ﬁ =2
s = T & (D

schitzen.

L3, Vergleich beider Verfahren. fnalyse der Ergebnisse bei der
Bestimmmung der Zahl W/4

Ein MaBR fiir die Giite eines Verfahrens ist die Varianz. Je bes-

ser das Verfahren, desto kleiner ist auch seine Varianz. Dies

gilt zuwenigstens bei den hier vorgestellten zwei Methoden (Es

gibt noch andere Faktoren, die die Glite bestimmen; doch soll

auf diese hier nicht eingegangen werden),

Wie erwshnt, gilt: ®2___ = @(1-8)/n fir die hit-or-miss
Methode, und : Gi = -11.1. S (20%) -G)E dx fiir die crude -

o



¢

1
Methode. Dabel gilt noch: Gf = 'rlf ! 2ax - aafn. .
0
Damit ergibt sich:
1
2 2 - R 2 2
§2 ., - 62 = 8-0%/n - g [ ffax v 6%n

- &/ - ':TS 2ax = --:_l;fdx - %0(1 Pax =

L (1 (f - £2)dx = = ]1 £(1-f)dx & o , da mit £: Lo,1]

n 2 : RS,

—»[0,7] auch die Funktion 1-f im Einheitsquadrat liegt, also
auch positiv ist.

Dadurch hat aber das hit-or-miss - Verfahren die grdfere Varianz,
ist somit weniger effizient als die crude - Methode.

Dies zeigt sich auch an den Werten in Tabelle 1 und 2. Im 5oo00.
Schritt ist die ZahlX /4 durch die crude-Methode bis zur dritten
Stelle hinter dem Komma bestimmt (0,785...). Die hit-or-miss =
Methode liefert einen nur auf zwei Stellen hinter dem Komma

genauen Wert. Fiir die Varianz und Standardabweichnung der zwel

Verfahren beim Sooo, Schritt gilt:

3

hit=or-miss crude .
" 41
Varianz (W/4(1-%/4)¥ 5000 = (1!50oo)(£ (1-x%)dx - 'n-zﬂé)
0400003371 = 0.000009963
Standaraa®™l  oeoo5806 0003156466
Tab. _.7) |

Die Standardabweichungen passen dabei gut zu den exakten Feh-
lern 0.001402 (bei hit-or-miss) bzw. 0.000072 (bei crude).
DaB die exakten Fehler weit unter den Standardabweichungen lie-

gen, ist aber Zufall, da z.B. der 6ooo. Schritt der hit-or-miss =
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Methode einen Fehler von o0.,004269 aufweist, wihrend sich die
Varianz als 0.0000281 und die Standardabweichung als 0.0053

—

berechnet. Hier liegen also wirklicher Fehler und Standard-
abwelchung niher beieinander,
Man sieht aber, daB die "prakiischen" Ergebnisse der Monte-

Carlo=Methoden mit der Theorie iibereinstimmen.
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5. VARIANZREDUZIERENDE METHODEN Ly

Die Genauigkeit der Monte-Carlo-Methoden ist von der Ordnung
n“1fa. Will man die Genauigkeit erhdhen, so kann man also die
7ahl n erhthen. Doch ist dies im allgemeinen mit Schwierig-
keiten (Rechenaufwand!) verbunden, da man n ja wverhundert-
fachen mub, um die Genauigkeit zu verzehnfachen.Mittels Ver-
groferung von n wurde also die Varianz verkleinert. Und wie
Abschnitt L4.35. zelgte, ist elne Monte=Carlo=Methode effizienter,
wenn die Varianz kleiner ist.

Es gibt nun neben der Vergrofierung von n andere Verfahren zur
Reduzierung der Varianz, ohne dab n erhtht zu werden braucht.
Folgende Uberlegung seil zundchst durchgefilhri:

. Betrachte die crude~Methode! Dort lieB sich f als Zufalls-
variable beschreiben,~die den Erwartungswert £ hat. Nun kann
man andere Funktionen, Zufallsvariablen finden, die denselben
Frwartungswert haben, jedoch eine kleinere Varianz besitzen.
Die Methoden, solche Funktionen zu finden, sind dann:

1. Das Verfahren der wesentlichen Stichprobe. Eg sei die 5i-
tuation in 3.1. gegeben (crude=Methode), Sel weiter X eine
Zufallsvariable mit positiver Dichtefunktion auf dem Einheits-
intervall. Dann 1l&BRt sich.e_darstellen als:

1
6 = I (f(x)/g(x)) g(x) dx mit g als Dichtefunktion.
0

Dann hat die Zufallsvariable Z = £(X)/g(X) auch den Erwartungs-

—

wert®. = =-15 ﬁé{f{ﬂi)x’gﬁmi)) (ex; Zufallszahlen) schitzt @ .
Weiter gilt:



s

1
G’i: X S (£%/g)dx - Bafn .
Z

H 8]
_-Wirde man nun g = (1/B)f wdhlen, so wire E_E_ = 0 o Da man dies
A
aus verstindlichen Griinden nicht wdhlen kann, versucht man:
f/g 84 const. anzundhern (konstant kann f/g nicht wer-

den). Damit ist gewdhrleistet, daB G‘% > 52 ist.
5

2. Das Control-Variate-Verfahren. Wieder seien die Voraussetzun-
gen wie in 3.1. gegeben. Es sei h: [o,]] = [5,1] eine Funk-

tion, die f approximiert und deren Integral:

1
&, = I h(x)dx bekannt ist.
. ¢
Dann gilt doch:
1 1 1
® = I (f-h}dx+l hdx = I (f-h}dx+9h .
0 o 0

Man identifiziere f-h+h ials Zufallsvariable mit Erwartungs-

wert @ und seinem Schitzer: f—ﬂ]'!'h = Jﬁ(i.‘::'ll (f(ﬂi}-h{ﬂ(i) )) +8 b

Die Varianz:
2 o 55 2 - .

S ¢ ¢ {; (1-h)%dx - (@ -§,)%) ist dann umso klei-
ner, je besser f durch h approximiert wird.
2, Die Methode der geschichteten Stichprobe., Vorausgesetzt sei
3.1+ Durch eine geeignete Zerlegung wird das Intervall Eo,ﬂ 80
unterteilt, daf f in den Teilintervallen nur gering variiert.
Die Teilinterwvalle Eaj, aj+1:l mit ihrem Intervallingen
aj+1 - aj bekommen Werte nj - proportional zu den Intervall=-
lingen - zugewlesen.(j=1,... m entsprechend der Zerlegung).

Als Schitzer erhilt man:




-

I (i)
- Bayigmag)/ay) Z: £c; ) s

_.Durch die Proportionalitat der D zu den Intervallingen wird

i.a. erreicht, da® dann die Varianz verkleinert wird.

Soweit die varianzreduzierenden Verfahren!
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MONTE - CARLO - VERFAHREN

——---.——————-———.-...__...__—————.—.——-..-.-.-__—-._.-.______—..—H_...___-_-u._____-__

1. Einleitung

1+1. Definition der Monte-Carlo-Verfahren: Monte-Carlo-Methoden
sind numerische Verfahren, bei denen zuerst ein einem gegebenen
Problem angepalites stochastisches Modell aufgestellt wird und
dann die entsprecheneden Zufallsgrtfen mit Hilfe von Zufalls-
zahlen simuliert werden,

1.2. Der Buffon'sche Nadelversuch. Ein Versuch aus dem 18, Jahr-
hundert, um die Zahl W zu bestimmen. Dabei wird eine Nadel auf
eine mit parallelen Einien versehene Fliche geworfen. Nach dem
Wurf wird festgestellt, ob die Nadel die Parallelen schneidet
oder nicht. Das Ereignis "Nadel schneidet Parallele'" tritt dann
gegeniiber der Gesamtanzahl der Versuchswiederholungen im Ver-
hdltnis 1/w auf.

2. Die Methode "Hit-or-Miss"
2s1s Ziel dieser Methode soll hier sein, ein bestimmtes Inte-
gral einer Funktion f Uber dem Einheitsintervall [o,1] zu bestim-
men. Dabei sel der Wertebereich von f ebenfalls [0,1). Man er-
zeugl nun gleichverteilte Zufallszahlen in [o, 1], von denen je
zwel zu Zufallspunkten im Einheitsquadrat zusammengefafBt werden.
Fiir jeden dieser Zufallspunkte wird bestimmt, ob er unter der
Kurve von f (Treffer=hit) oder oberhalb (miss) liegt. Bei einer
Erzeugung von n Zufallspunkten gibt dann das Verhiltnis von An-
zahl der Treffer n und Gesamtanzahl n eine Schdtzung fir den
Wert des Integrals der Funktion f, Diese Schitzung ist nach dem
Gesetz der grolien Zahlen umso besser, je grofler n ist,
2.2. Beispiel: Berechnung der Zahl W/4 gqlntegral der Funk-
tion f(x) = JT—x entspricht der Fli-
che des Einheitskreises, ist alsoW/L.
Nebenstehende Zeichnung weist 10 Zufalls-
punkte auf; acht davon liegen unter der
Kurve von f. Als Niherung ergibt sich
also 8/10 = 0,8, wihrend W/L = 0,78539
ist.

3+ Die Methode "Crude Mante Carlo"

5¢1e f sei wieder eine Funktion mit
Definitions- und Wertebereich [o,1].

Das Integral dieser Funktion 18t sich
dann mit n Zufallszahlen und derven I (x)-
Werte f; (i=1,... n).schdtzen, und zwar

¥ durch das arithmetische Mittel der f,:
- 1 & =
f = F i§1 J-i L]

3e2s Die Zahl W4 kann durch die Crude-Methode besser bestimmt

werden als durch das Hit-or-lMiss-Verfahren in 2,2.

Le The Giite der Verfahren "iHit-or-Miszs" und "Crude Monte Carloh
Le1s Glite der hit-or-miss-lMethode. Ist & der Wert des zu berech-
nenden Integrals, s0 errechnet sich die Standardabweichung, der
Fehler des Verfshrens aus: 1
Fehl ! ens 5 5 = 45{1—9)fn .«
4.2, Glite der Crude-Methode., Hier gilt fiir den Fehler:
1 / 2
v ={L Se-)%ax .
eiden Verfanren ist gemeinsam, daB der Fehler proporticnal 2u
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