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Einleitung
L& L (B
Fur zwei Vektoren a=|a, | und b =|b, | gelten im dreidimensionalen reellen Vektorraum
3 b,

neben der Addition (Vektoraddition) und der Multiplikation mit einer reellen Zahl (skalare
Multiplikation) auch multiplikative Verknipfungen:

E.]_b>

-> ->

¢ als eingeschlossenen Winkel zwischen a und b ;

- =>

a) inneres Produkt, Skalarprodukt: alb =

->

al[b|cosg = ab, +a,b, +a,b, mit dem Winkel

o azbs - asbz

b) auReres Produkt, Vektorprodukt oder Kreuzprodukt: axb =| ab, —ab, | mit der Bezie-
a1b2 - aZbl

hung: :alx_b = :51 [‘]_b [$ing und dem Winkel ¢ als eingeschlossenen Winkel zwischen den

Vektoren a und b:

¢) Spatprodukt: [a,b,c] = (Zx 'Sj [t = (a,b, —a,b,)c, + (ab, —ab,)c, +(ab, —ab)c, mit

O

einem dritten Vektor ¢ = und der Kombination aus Kreuz- und Skalarprodukt.

2

O O
N

Kreuzprodukt

Das Kreuzprodukt erzeugt aus zwei Vektoren einen dritten Vektor n=axb, der (als
Normalenvektor) senkrecht auf den erzeugenden Vektoren steht.

¥

Kreuzprodukt

Ty

=
W
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a

Das Kreuzprodukt besitzt folgende Eigenschaften:
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- => -> - > ->

a) Das Kreuzprodukt steht senkrecht auf @ und b, d.h.: (axb)a =0, (axb)[b =0.

b) Die Lange des Kreuzproduktvektors ist gleich dem Flacheninhalts des durch a und b
aufgespannten Parallelogramms, d.h.:

-> >

axb

->
=la

AParaHeIogramm -

c) Das Kreuzprodukt ist antikommutativ, distributiv und gemischt assoziativ, d.h.:
- > - >

bxa=-axb
Zx(r‘bl s‘éj = r(gx_t;j+s(;x cj [rial s_b>j><_c> = {Z&}{‘&‘Sj
(_ax _bjx_c =(:’sl|:_bj_b—(:’sllfbj_c (Gralimann-ldentitéat)

d) Das Kreuzprodukt von zwei parallelen Vektoren ist der Nullvektor, d.h.:

e) Es gelten die Identitaten:

ZX (_b>>< _5) + _b>>< (_C>>< Zj + _C>>< (;X _bj = _O> (Jacobi-Identitat)
(‘ax‘bj [g‘cxaj :(‘az‘cj@u&j _(bﬁcj(‘aaaj (Lagrange-Identitét).

Kreuzprodukt und Vektorrechnung

Es seien nachfolgend einige Beispiele und Formeln zur Verwendung des Kreuzprodukts in
der analytischen Geometrie/Vektorrechnung angefihrt. Die Beispiele betreffen: Ermittlung
des Kreuzprodukts, Winkelberechnung, Umwandlung einer Ebenengleichung von der Pa-

rameter- in die Koordinatenform, Berechnung des Flacheninhalts eines Dreiecks, Berech-

nung des Abstands zwischen Punkt und Gerade, Ermittlung einer Schnittgeraden.

1 0
1) Fir die Vektoren a=| -1| und b =| —1| ergibt sich als Kreuzprodukt:
0 1
o 1 0 -10-0[4-1) -1
axb=|-1|x|-1|= 00-111 = -1
0 1 1-)-(-) -1
0
1 -1 (€ Wiederholung der ersten Zeilen der beiden Vektoren zur besseren Rechnung)
In der Tat gelten dann die Orthogonalitatsbeziehungen:
-1\ 1
-1 -1|=-10+(-){-)+(-)D=-1+1=0
-10 0
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sowie:

-1y 0
~1| -1|=-10+(-) Q-1 +(-) 1=1-1=0.
-1 1

->

Das Kreuzprodukt steht also senkrecht auf den beiden Vektoren aund b.

-> >

axb

->

2) Winkelberechnung: Aus der weiter oben angefihrten Formel =la [$ing folgt

[.1'6

-> ->
sofort eine Formel zur Berechnung des Winkels zwischen zwei Vektoren a und b:

- =>

axb

3) Umwandlung einer Ebene von Parameter- in Koordinatenform: Gegeben ist die Ebene

2 2 1
in Parameterform E: x=| -3 |+r| O [+9 —2|. Wir bestimmen den Normalenvektor zu E
4 -3 1

als nachstehendes Kreuzprodukt:
2 1 0-(-3) -2 -6

->

n=| 0 |x|-2|=| -30-20 |=|-5].
-3 1 2[(-2)-00 -4
Die Ebenengleichung lautet somit in Normalenform:
-6 R 2
E:|-5| x-|-3]||=0
-4 4
und weiter in Koordinatenform:
-6) -6\ 2 -6\ X
E:| -5 )Z: -5|-3|,also: E: | -5| X, |=-12+15-16, also:
-4 -4) 4 =4 X

E: -6x1 — 5X2 — 4x3 = -13 oder: E: 6x; + 5%, + 4x3 = 13.
4) Das durch die Ecken A(4]-2|1), B(2]|1|6) und C(4|-4|8) gegebene Dreieck AABC hat we-

-2 0

gen AB=| 3 | und AC =| -2 | sowie wegen dem Kreuzprodukt:
5 7

o -2 0 31

ABxAC=| 3 |x|-2|=|14
5 7 4

den Flacheninhalt:
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31
Abrseck =% 14| = %V?»lz +14% + 4% = %J1173 =17125 FE.
4

5) Flachenberechnung eines beliebigen Dreiecks: Allgemein gilt, dass ein durch die Ecken
A, B, C gegebenes Dreieck AABC die Flache:

A, :% ABx AC :% ABx BC| = 1| ACx BC
hat.
(-4 0
6) Den Abstand des Punktes P(-4|3|-5) von der Geraden g: x =| 5 |+t| 6| bestimmen wir
6 8
w@p@ uxAp| o
vermdge der Formel: d(P,g) = = = mit u als Richtungs- und a = OA
u u
i 0
als Stutzvektor der Geraden. Wir bilden zuné&chst den Differenzvektor: AP=| -2 | und
-11

dann das Kreuzprodukt:
o 0 0 -50
uxAP=|6|x| -2 |=| O

8) \-11 0
Es ergibt sich:

0 0 -50

6|x -2 0

-11 0 ) |J(-502+0?+0* 50
d(P,g9) = = = =— =5 LE (Langeneinheiten
6 6
8 8

als Abstand zwischen Punkt und Geraden.

7) Abstand zwischen Punkt und Gerade: Fur den Abstand zwischen einer Geraden

-> -> ->

g: x = a+tu und einem nicht auf der Geraden liegenden Punkt P gilt — siehe oben — die

Abstandsformel:
ax(ép_aj

->

u

ux AP

d(P.g) =

->

u

Beweis: I. Wir betrachten das Kreuzprodukt des Differenzvektors AP von Punkt P und

Stutzvektor A der Geraden g und des Richtungsvektors der Geraden g, also: IJX(O_P— :':1)
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>

Der Betrag des Kreuzprodukts ist dann: =lu [$ing mit dem Winkel ¢

'ux(csp_ aj qép_a

zwischen den Vektoren u und OP-a . Der Betrag des Kreuzprodukts entspricht damit der

Flache Ap des durch u und OP-a aufgespannten Parallelogramms.

Il. Die Hohe dieses Parallelogramms ist der Abstand des Punktes P von der Geraden g,

also: d(P,9).
‘JX(SP- 2)

—>|

lll. Es folgt mit: Ap = und Ap = |U

[d(P,g) durch Gleichsetzen und Umformen:

—>
u

'ux(ép_aj - ul@p.g) ©
U (ap_ zsj X AP

d(P,9) = N —

u u

die allgemeine Formel fur die Berechnung des Abstandes zwischen Punkt und Geraden.

8) Schnittgerade von zwei Ebenen: Fir zwei nichtparallele Ebenen E und F in Koordina-
tenform (KF) mit:

E: axg+tbx,+cxz =d
F: ex;+fxo+gxs = h
ergibt sich vermége der Normalenvektoren der Ebenen:

a e
ne =|b|, nc =| f | mitn. 2k
c g
der Richtungsvektor u der Schnittgeraden g: x = a+tu als:
U =ncxng

, der Stutzvektor a der Schnittgeraden als eine Losung des linearen 2x3-
Gleichungssystems (*):

ax;+bxptcxs =d

ex1+fx2+gx3 =h
, wobei durch Nullsetzen von x; oder x, oder xs3 ein lineares 2x2-Gleichungssystem von
der Form (**):

bx,+cxz = d
fXo+gxs = h
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bzw.

axi+cxs =d

exy+gxz =h
bzw.

axi+bx, =d

ex;+fxo = h

entsteht, mit einer eindeutigen Losung fur die Ubrigen Variablen (als Komponenten des
Stutzvektors). Sind die Ebenen E und F parallel, so gilt im Ubrigen:
nexn. = 0.
9) Fur die nichtparallelen und sich damit schneidenden Ebenen
E: x1+X+2X3 =4

F: 3xo+2X3 =6
ergibt sich als Richtungsvektor der Schnittgeraden:
1) (O -4
G: 1ix|3|=[-2].
2) \2 3

Aus dem linearen Gleichungssystem

X1+Xo+2X3 =4
3Xo+2X3 =6

ergibt sich mit x3=0 das reduzierte, eindeutig I6sbare Gleichungssystem:
X1+tX, =4
3X2=6
mit den Losungen X, = 2 und x; = 2. Der Stitzvektor der Schnittgeraden ist somit:
2
a=|2|
0
. 2 -4
Die Schnittgerade insgesamt lautet: g: X =| 2 |+t| =2,
0 3
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