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Einleitung

Im dreidimensionalen Vektorraum kénnen Spiegelungen von Punkten, Geraden und Ebe-
nen an Spiegelpunkten, -geraden und -ebenen durchgefiihrt werden. Kommen Punkte ins
Spiel, so liegen einerseits Punktspiegelungen von Punkten, Geraden und Ebenen an
Spiegelpunkten F vor (Punktspiegelung als Drehung um 180 Grad); wird ein Punkt P an
einer Spiegelgeraden oder -ebenen gespiegelt (Spiegelung eines Punktes), so liegt letz-
tlich ebenfalls eine Punktspiegelung vor, und zwar am auf der Spiegelgerade oder -ebene
liegenden LotfuBpunkt F. In jedem Fall gilt die Spiegelformel der Spiegelung eines Punk-
tes P an dem Spiegelpunkt F mit gespiegeltem Punkt P*:

OP'= OP+2PF = OF + PF =20F-OP (¥),
Letzteres auf Grund der Umformung: OP' = OF + PF = OF + OF —~OP = 20F - OP . Mit der
Beziehung:

OP'=20F-0P (*
lasst sich der gespiegelte Punkt am schnellsten berechnen.
Gerade die Spiegelformel (**) Iasst fur weitere Berechnungen umstellen zu:
OP'=20F-OP
OP =20F-OP'
(ﬁ?:%(ép+éP),
d.h. der Spiegelpunkt ist der Mittelpunkt der Strecke zwischen den Punkten P und P".

Ubersicht
Es gilt fiir die Spiegelungen mit Punkten die folgende Ubersicht:

Punktspiegelung Spiegelung eines Punktes

Punktspiegelung eines Punktes P an Spiegelpunkt F |Punktspiegelung eines Punktes P an Spiegelpunkt F
zum gespiegelten Punkt P*: zum gespiegelten Punkt P*:
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Punktspiegelung einer Geraden g: _; = 0_;’+t_u> an
Spiegelpunkt F zur (parallelen) gespiegelten Geraden

g x=0P+tu (9] g') vermdge der Punktspiegelung
des Punktes Peg (Stitzvektor der Geraden g) an
Spiegelpunkt F zum gespiegelten Punkt P’eg* (Stiitz-
vektor der Geraden g'):

Spiegelung eines Punktes P an Spiegelgerade

g: _x> = _a>+t_u> Uber den LotfuBpunkt Feg mit: ﬁﬁ=0
(Orthogonalitétsbedingung bei laufendem Punkt Fieg,

- > - >

Verfahren mit Hilfsebene Ey: ux = u[OP) zum ge-
spiegelten Punkt P‘:

Punktspiegelung einer Ebene E: ax;+bxo+cX3 = d an
Spiegelpunkt F zur (parallelen) gespiegelten

E": axq+bxo+cx; = d' (E || E) vermdge der Punktspie-
gelung des Punktes P¢E (Stutzvektor der Ebene E)
an Spiegelpunkt F zum gespiegelten Punkt P’¢E'
(StOtzvektor der Ebene E') und vermége der Identita-

a
- -> - ->

ten: nlOP=d, n[OP'=d', Normalenvektor _,:: bl

C

Spiegelung eines Punktes P an Spiegelebene
E: axs+bxo+Cxs = d Uber den LotfuBpunkt FeE (als

Schnittpunkt von Lotgeraden h: _x> :0_;’+t_n>und Ebe-
~ a
ne E, Normalenvektor ,, =| p |) zum gespiegelten

C

" |Punkt P

Spiegelformel: oP'

Spiegelung:
OP+2PF =OF+ PF =20F-OP

P>F->P
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Beispiele:

a) Bei Spiegelung des Punktes P(3|4|-5) am Spiegelpunkt F(0|0|7) entsteht vermdge der Spiegel-
formel (**):

. . . 0 3 -3
OP'=20F-0OP=2/0|—-| 4 |=| -4
7 -5 19
der gespiegelte Punkt P*(-3]-4|19). Umgekehrt ergibt sich aus P‘(-3|-4|19) und F(0|0|7) der ur-
) ) . 0 -3 3
spriingliche Punkt P(3|4|-5) mit: OP =20F-0P'=2[0 |-| -4 |=| 4 |. SchlieBlich ist F(0|0|7) die
7 19 -5
i i i 3 -3 0
Mitte zwischen P(3|4|-5) und P‘(-3]-4|19) wegen: OF = %(0P+ OP') :% 4 |+|-4|]|=]0].
-5 19 7
i -2 2
b) Die Punkispiegelung der Geradeng: x =| 1 |+r| —3 | Uber den Spiegelpunkt F(3|1|-2) ergibt
0 4

mit dem Stitzvektor als zu spiegelndem Punkt P(-2|1|0) und dem gespiegelten Punkt P*(8|1]-4)
geman (**):

. L 3 -2 8
OP'=20F-0P=2 1 |-| 1 |=
-2) (0 -4
) 8 2
die zu g parallele, durch P‘ verlaufende gespiegelte Gerade g x =| 1 |[+r| =3 |.
-4 4

e

c) Die Ebene E: 2x; + x2 = 4 wird am Ursprung O = F(0|0|0) des Koordinatensystems gespiegelt,
indem z.B. der Spurpunkt S; = P(2|0]|0) der Ebene am Ursprung zu S;* = P*(-2|0]0) gespiegelt wird.
Die zu E parallele gespiegelte Ebene E‘ errechnet sich etwa durch Einsetzen des Punktes S+ als:
E“2xi + X0 =2:(-2) + 0 = -4.

Werden also Ebenen E: axy+bxy+cxs3 = d am Ursprung O(0|0|0) des Koordinatensystems gespie-
gelt, so ist die gespiegelte Ebene von der Form E*: ax;+bx,+Cx3 = -d.
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d) Das Spiegeln des x;-Achsen-Punktes P(-4|0|0) an der Geraden g: _x> =| 1 |+r| 1] soll mitdem

-9 8
1 1Y -4
Hilfsebenenverfahren geschehen. Dazu bilden wir die Hilfsebene E: |1 [x=|1| 0 | &
8 8N 0

E: Xy + X2 + 8%3 = -4 und lassen diese mit der Geraden g zum LotfuBpunkt F schneiden:

g->Xy =1+, xo = 141, X3 =-9+8r -> E ->
(14r) + (14r) + 8(-9+8r) =-4 & 66r—70=-4 & 66r=66 < r=1->

1 1 2
oF =| 1 |+|1|=] 2 | -> F22-1).
-9) 8 -1
Die Spiegelformel (**) fOhrt auf den gespiegelten Punkt P*:
2 -4 8
oP'=20F-0P=2 2 |-| 0 |=| 4 | ->P8l4]-2).
-1 0 -2

\

:

e) Das Spiegeln des Punktes P(0|-2|4) an der Spiegelebene E: x;+2x, = 1 erfolgt mit dem Lotgera-

0 1
denverfahren und der Lotgeraden h: _x> =| —2 |+r| 2 |. Der Schnittpunkt von Lotgeraden und Ebe-
4 0

ne ist der LotfuBpunkt F:

h->Xi=rX=-242r,x3=4->E >
r+2(-2+2r) =1 5r-4=15r=5&r=1->

0 1 1
OF =| -2 |+|2]=| 0 | ->F(1|0J4).
4 0 -4
1 0 2
Die Spiegelformel (**) ergibt den gespiegelten Punkt P*(2|2|4) gemaR: 0_I>3 =210 |- -2|=|2
4 4 4

www.michael-buhimann.de / Michael Buhimann, 10.2019

Michael Buhimann, Mathematik > Vektorrechnung > Spiegelungen 4



