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Einleitung

Zur Beschreibung von Lagebeziehungen zwischen Vektoren, Geraden und Ebenen im
dreidimensionalen Vektorraum werden neben den Abstanden (unter Voraussetzung von
Parallelitat) auch (bei Nichtparallelitdt) Winkel verwendet. Grundlage der Winkelberech-
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nung (in Grad: °) ist das Skalarprodukt von zwei Vektoren a=|a, | und b =|b, | mit

a b,
al=ai+al+al, |b=bf+bi+b .
alb=|a E.]_b cosa = ab, +a,b, +ab,
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#
als Grundformel zur Winkelberechnung. Ist cosg negativ, so liegt ein stumpfer Winkel ¢
mit 90° < ¢ < 180° vor. Bei cosp = 0 stehen die Vektoren senkrecht aufeinander
(Orthogonalitat). Ist cos¢ positiv, so ergibt sich fir @ ein spitzer Winkel 0° < ¢ < 90°.

Winkel im Dreieck

Drei Punkte A, B, C, die nicht auf einer Geraden liegen, bilden immer ein Dreieck AABC
mit den Winkeln a, 3, y zwischen den jeweiligen Differenzvektoren A_\B, AC, BC, die fur
die Seiten des Dreiecks stehen. Unter Beachtung, dass die Grundformel (*) den zwischen
zwei Seitenvektoren liegenden Winkel nur dann korrekt wiedergibt, wenn die Seitenvekto-
ren an der ihnen gemeinsamen Ecke beginnen oder enden, gilt:

ABD&C ABLBC ACIBC
COSA = ———— ->q, 0,8——— > B, COSY=r——7 >y

->

AB AC|[BC

mit der Winkelsumme im Dreieck: a + f + y = 180° (a = 180°—-y, B = 180°-0-y, y =
180°—-0—f). Winkel im Dreieck kdnnen auch stumpfe Winkel sein.

Schnittwinkel

Wenn sich Geraden, Geraden und Ebenen oder Ebenen schneiden, so folgt aus deren
Nichtparallelitdt zunachst die Existenz eines Schnittpunktes oder einer Schnittgeraden. Als
Schnittwinkel wird der spitze Winkel ¢ mit 0° < ¢ < 90° zwischen den sich schneidenden
geometrischen Objekten Gerade-Gerade, Gerade-Ebene, Ebene-Ebene an den Schnitt-
mengen bezeichnet. Schnittwinkel sind also immer die kleineren Winkel zwischen den Ob-
jekten (Winkel, Nebenwinkel). Um dies zu gewahrleisten, wird in der Grundformel (*) das
Skalarprodukt im Zahler des Bruchs mit dem Betrag versehen. Die Vektoren in der Grund-
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formel sind die Richtungs- und Normalenvektoren der Geraden und Ebenen. Aul3erdem ist
bei der Berechnung des Schnittwinkels zwischen Geraden und Ebenen zu beachten, dass
der Normalenvektor der Ebene gegenuber der Ebene um 90° gedreht ist, wodurch die
Kosinusfunktion in der Grundformel (*) durch den Sinus zu ersetzen ist. Es ergibt sich die
folgende Vorgehensweise bei der Schnittwinkelberechnung:

Voraussetzung Winkel

Kosinus-Formel ->

Schnittwinkel ¢ zwischen zwei sich schneidenden Geraden -> >
- - - > -> -> Ullj.uz
O1: X=ai+SuU: Undgz: X:az+tU2 COS¢—
- -
ul I:.:UZ
Schnittwinkel ¢ zwischen zwei sich schneidenden Ebenen -> >
- > - - n1|jh2
Ei: N1 X=d; (NF)und E;: n2 X =d, (NF) cosg =
-> ->
nl E‘hZ

Sinus-Formel ->

Schnittwinkel @ zwischen einer Geraden g: _): = _a>+tIJ> und _u>E_h>
einer Ebene E: _rT; =d (NF) Sng =
¥ E.]n
(NF = Normalform)
Beispiele:
- -3
a) Im Dreieck AABC mit A(3|1|-1), B(0]2|0), C(0|2|4) sind die Differenzvektoren: AB=| 1 |,
1
> a 3 -> O
AC=| 1 |, BC=|0/| und damit die Winkel:
5 4
-3\ (-3
101
cosa = > b =0,7645= a = 4014°
-3\ |[(-3) vi1@/3m o ’
10 1
1 5
-3) (0
[ 1|00
3 1 4) 4 B .
cosf =- Z3 5 ——mm——0,3015:ﬁ—107,55
( 1010
1 4
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-3) (0
1 |00

cosy = > 4 -2 =0,3015= y=3231°
-3\ [0\ J3B@m T
1|00
5 4

Die Winkelsumme betragt: 40,14° + 107,55° + 32,31° = 180°, das Dreieck ist stumpfwinklig.

2 1 3 6
b) Die Geraden g: _; =|-3|+r| 4 |undh: _; =| 1 |+s —1]| schneiden sich im Schnittpunkt
1 -5 -4 1

S(3]1]-4) (r=1, s=0). Der Schnittwinkel ¢ errechnet sich mit den Richtungsvektoren der Geraden
als:

1) (6
4 -1

cosp= N2\ -3 = 0,0751=> ¢ = 85,69°
1\ 6) +var/ T
4 |0 -1
—5) [ 1

c) Die Ebene E: 2x; + X, + X3 = 4 schneidet die Achsen des Koordinatensystems in den Spurpunk-
ten S1(2]|0]0), S»(0]4|0), S3(0|0]4) unter den Schnittwinkeln @4, @2, ¢3; die Achsen sind dabei die

1 0 0
Geraden g;: _; =r| 0| (xs-Achse), Q.. _; =g 1| (x-Achse), ga: _; =t| 0| (xs-Achse). Die Schnitt-
0 0 1

winkel sind die Winkel zwischen Gerade und Ebene und berechnen sich somit mit Richtungs- und
2

Normalenvektor n =| 1| und unter Verwendung des Sinus wie folgt:
1
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1) (2
o1
sng, = o)\ = |2| =0,8165= ¢, =54,74°
1\ 2\ 1@/6
o1
0) |\1
0) (2 0) (2
1|01 o1
, _Noj ) 1) |]1 _ o .
sng, = o2 =sing, = o2 —1%—0,4082:¢2—¢3—24,09_
1101 o0 1
o) (1 1) \1

d) Die zwei Ebenen E: 2x; + 2x, + X3 = 3 und F: X; + 2X, + 2X3 = 5 schneiden sich in der Schnittge-
) -2 2
radeng: x =| 35 |+r| —3|. Der Schnittwinkel ¢ zwischen den Ebenen errechnet sich auf der
0 2

-> ->
Grundlage der Normalenvektoren n. =| 2|, n. =| 2| als:

cos¢ =

= |8| =0,8889 = ¢ = 27,27°
308

P N Nl NN
NN RN DND R

www.michael-buhimann.de / Michael Buhimann, 09.2019

Michael Buhlmann, Mathematik > Vektorrechnung > Winkel 4



