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Grundlagen 
 

Lineare Gleichungssysteme: 
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Konstruktionen 
 
Voraussetzung  Konstruktion  

Punkt A, Richtungsvektor 
>−

u  Stützvektor 
>−>−

= OAa , Richtungsvektor 
>−

u , Parameter t -> 

Gerade: g: 
>−>−>−

+= utax  (PF) 

Punkte A, B 
Stützvektor 

>−>−
= OAa , Richtungsvektor 

>−>−
= ABu , Parameter t -> 

Gerade: g: 
>−>−>−>−>−

+=+= utaABtOAx  (PF) 

Gerade g1: 
>−>−>−

+= 11 usax  (PF) 

Punkt A∉g1 

Stützvektor 
>−>−

= OAa , Richtungsvektor 
>−>−

= 1uu , Parameter t -> 

Gerade: g: 
>−>−>−>−>−

+=+= utautOAx  (PF) als zu g1 parallele Gerade 
durch den Punkt A (g || g1) 

Gerade g1: 
>−>−>−

+= 11 usax  (PF) 

Punkt A∉g1 

Lotfußpunkt Fεg1 mit: 0=⋅
>−>−

uAF , Stützvektor 
>−>−

= OAa , Richtungs-

vektor 
>−>−

= AFu , Parameter t -> Gerade: g: 
>−>−>−>−>−

+=+= utaAFtOAx  
(PF) als zu g1 senkrechte Gerade durch den Punkt A (g ⊥ g1) 

Geraden g: 
>−>−>−

+= utax  || h: 
>−>−>−

+= utbx  
(PF) 

Mitte )(
2

1 >−>−>−
+= baOM  -> Mittelparallele k: 

>−>−>−
+= utOMx  (PF)  

(k || g || h) 

Ebene E: 
>−>−>−>−

++= wsvrbx  (PF) bzw.  

E: 0)( =−
>−>−>−

bxn  (
>−>−>−

×= wvn ) (NF) bzw. 

E: dcxbxax =++ 321  ( Tcban )(=
>−

) (KF), 

Punkt A 

Stützvektor 
>−>−

= OAa , Richtungsvektor 
>−>−

= nu , Parameter t -> 

Gerade: g: 
>−>−>−>−>−

+=+= ntantOAx  (PF) als zu E senkrechte Gerade 
durch den Punkt A (g ⊥ E) 

Geradenkonstruktionen 
 
 
Voraussetzung  Konstruktion  

Punkt A, Richtungsvektoren 
>−
v , 

>−
w  Stützvektor 

>−>−
= OAa , Richtungsvektoren 

>−
u , 

>−
v , Parameter r, s -> 

Ebene: E: 
>−>−>−>−

++= wsvrOAx  (PF) 

Punkte A(a1|a2|a3), B(b1|b2|b3), 
C(c1|c2|c3) 

Stützvektor 
>−>−

= OAa , Richtungsvektor 
>−>−

= ABv , 
>−>−

= ACw  , Parameter 

r, s -> Ebene: E: 
>−>−>−>−

++= ACsABrOAx  (PF);   

Lineares Gleichungssystem: 
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aaa

γβα
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 ->  

Ebene: E: dcxbxax =++ 321  (KF, mit O(0|0|0)∉E) 

Gerade g: 
>−>−>−

+= usax  (PF) 
Punkt P∉g 

Stützvektor 
>−>−

= OAa , Richtungsvektor 
>−>−

= APv , Parameter t -> 

Ebene: E: 
>−>−>−>−

++= vtusax  (PF) 

Gerade g: 
>−>−>−

+= usax  (PF) 
Punkt P 

Ebene: E: 0)( =−
>−>−>−

OPxu  (NF) als zur Gerade g senkrechte Ebene 
durch den Punkt P (E ⊥ g) 

Gerade g1: 
>−>−>−

+= 11 usax  (PF),  

Gerade g2: 
>−>−>−

+= 22 utax  (PF),  
Schnittpunkt S (g1 ∩ g2 = {S}),  
Punkte P(p1|p2|p3), Q(q1|q2|q3)εg1, 
R(r1|r2|r3)εg2 

Stützvektor 
>−>−

= OSb , Richtungs-/Spannvektoren 
>−

1u , 
>−

2u , Parameter 

s, t -> Ebene: E: 
>−>−>−>−

++= 21 utusbx  (PF);  
 

LGS: 
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 -> 

Ebene: E: dcxbxax =++ 321  (KF, mit O(0|0|0)∉E) 
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Gerade g1: 
>−>−>−

+= 11 usax  (PF),  

Gerade g2: 
>−>−>−

+= 22 utax  (PF),  
g1 || g2, g1 ∩ g2 = {},  
Punkte P(p1|p2|p3), Q(q1|q2|q3)εg1, 
R(r1|r2|r3)εg2 

Stützvektor 
>−>−

= 1ab , Richtungs-/Spannvektoren 
>−

u , 
>−>−>−

−= 12 aav , Pa-

rameter s, t -> Ebene: E: 
>−>−>−>−

++= vtusbx   

LGS: 

















=++
=++
=++

1

1

1

321

321

321

rrr

qqq

ppp

γβα
γβα
γβα

 -> 

Ebene: E: dcxbxax =++ 321  (KF, mit O(0|0|0)∉E) 

E: dcxbxax =++ 321  (KF) 

Punkt P, Normalenvektor Tcban )(=
>−

 

Ebene: F: 0)( =−
>−>−>−

OPxn  (NF) als zur Ebene E parallele Ebene 
durch den Punkt P (F || E) 

E: dcxbxax =++ 321  (KF) 

Abstand D,  

Normalenvektor Tcban )(=
>−

 

F1: Dndcxbxax
>−

−=++ 321 , F2: Dndcxbxax
>−

+=++ 321  

als zur Ebene E parallele Ebenen im Abstand D (F1 || F2 || E) 

Ebene: E: 
>−>−>−>−

++= wsvrbx  (PF), bzw.  

E: 0)( =−
>−>−>−

bxn  (
>−>−>−

×= wvn ) (NF) bzw. 

E: dcxbxax =++ 321  ( Tcban )(=
>−

) (KF), 

Punkte A, B 

Normalenvektor 
>−

n , Parameter t, u ->  

Ebene: F: 
>−>−>−>−

++= nuABtOAx  als zur Ebene E senkrechte Ebene F 
durch die Punkte A, B (F ⊥ E) 

Ebene: E: 
>−>−>−>−

++= wsvrbx  (PF), bzw.  

E: 0)( =−
>−>−>−

bxn  (
>−>−>−

×= wvn ) (NF) bzw. 

E: dcxbxax =++ 321  ( Tcban )(=
>−

) (KF), 

Gerade: g: 
>−>−>−

+= utax  (PF) 

Normalenvektor 
>−

n , Parameter t, u ->  

Ebene: F: 
>−>−>−>−

++= nuutax  als zur Ebene E senkrechte Ebene F 
durch die Gerade g (F ⊥ E) 

Ebenenkonstruktionen 
 

E: 
>−>−>−>−

++= vsurbx  (PF) -> 
>−>−>−

×= wvn  -> E: 0)( =−
>−>−>−

bxn  (NF) -> E: 
>−>−>−>−

= bnxn  -> E: ax1+bx2+cx3 = d (KF) 

E: dcxbxax =++ 321  (KF) -> LGS: 
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x  (PF) 

E: 0)( =−
>−>−>−

bxn  (NF) -> E: 
>−>−>−>−

= bnxn  -> E: ax1+bx2+cx3 = d (KF) 

E: dcxbxax =++ 321  ( Tcban )(=
>−

) (KF) -> E: 0
222

321 =
++

−++

cba

dcxbxax  (HNF) 

Ebene in Parameter-, Normalen-, Koordinatenform 
 
 
 
 
 
 
 
Lagebeziehungen 
 
Voraussetzung  Abstand  

Punkte P(p1|p2|p3), Q(q1|q2|q3) PQ  = d(P,Q) = 2
33

2
22

2
11 )()()( pqpqpq −+−+−  

Abstand zwischen zwei Punkten 
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Voraussetzung  Abstand  

 Lotfußpunktverfahren, Hilfsebenenverfahren -> 

Gerade g: 
>−>−>−

+= utax ,  
Punkt P(p1|p2|p3) d(P,g) = d(P,F) = 

>−
PF  bzw. d(P,g) = 

>−

>−>−>−
−×

u

aOPu )(
 

mit Fєg als Lotfußpunkt und 
>−

>−

>−>−>−

>−>−
⋅

⋅








 −
+= u

u

uaOP
aOF

2
 

Geraden g: 
>−>−>−

+= utax , h: 
>−>−>−

+= utbx  
g || h 

d(g,h) = d(P,g) = d(P,F) 

mit Pєh und 
>−>−

= bOP  und Fєg als Lotfußpunkt 

Abstand zwischen Punkt und Gerade, zwischen paralle len Geraden 
 
 
 
Voraussetzung  Abstand  

 Hessesche Normalform -> 

Ebene E: dxnxnxn =++ 332211  (KF), 

Punkt P(p1|p2|p3) d(P,E) = 
>−

>−>−
−⋅

n

dOPn
=

2
3

2
2

2
1

332211

nnn

dpnpnpn

++

−++
 

Ebene E: dxnxnxn =++ 332211  (KF), 

Gerade g: 
>−>−>−

+= utax , g || E 

d(g,E) = d(P,E)  

mit Pєg und 
>−>−

= aOP  

Ebenen E: dxnxnxn =++ 332211  (KF), 

F: exmxmxm =++ 332211  (KF), E || F d(F,E) = d(P,E) bzw. d(F,E) = 
>−>−

−
m

e

n

d  

mit PєF  

Geraden g: 
>−>−>−

+= 1utax , h: 
>−>−>−

+= 2utbx  
g, h windschief d(h,g) = d(h,EH) = d(P,EH) bzw. d(g,h) = 

>−>−

>−>−>−>−

×

−⋅×

21

21 )()(

uu

abuu
 

mit Hilfsebene EH: 0)( 21 =




 −×
>−>−>−>−

axuu , g auf EH, Pєh  

Abstand zwischen Punkt und Ebene, zwischen Gerade u nd Ebene, zwischen parallelen Ebenen, 
zwischen windschiefen Geraden 

 
 
 
Voraussetzung  Winkel  

 Kosinus-Formel -> 

Winkel φ zwischen zwei Vektoren  
>−

a  und 
>−

b  >−>−

>−>−

⋅

⋅=
ba

baϕcos  (spitzer, stumpfer Winkel) 

Schnittwinkel φ zwischen zwei sich 
schneidenden Geraden  

g1: 11

>−>−>−
+= usax  und g2: 22

>−>−>−
+= utax  >−>−

>−>−

⋅

⋅
=

21

21

cos
uu

uu
ϕ  (spitzer Winkel) 
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Schnittwinkel φ zwischen zwei sich 

schneidenden Ebenen E1: 11 dxn =
>−>−

 

(NF) und E2: 22 dxn =
>−>−

 (NF) 

>−>−

>−>−

⋅

⋅
=

21

21

cos
nn

nn
ϕ  (spitzer Winkel) 

Winkel zwischen je zwei Vektoren, Geraden, Ebenen 
 
 
Voraussetzung  Winkel  

 Sinus-Formel -> 

Schnittwinkel φ zwischen einer Geraden 

g: 
>−>−>−

+= utax  und einer Ebene  

E: dxn =
>−>−

 (NF) 
>−>−

>−>−

⋅

⋅
=

nu

nu
ϕsin  (spitzer Winkel) 

Winkel zwischen Gerade und Ebene 
 
 
Voraussetzung  Spurpunkte, Lage der Geraden  

Gerade g: 
>−>−>−

+= utax  
x1 = 0 -> a1 + tu1 = 0 -> t = t1 = -a1/u1 -> S1(0|a2+t1u2|a3+t1u3) 
(Spurpunkt mit x2-x3-Ebene, falls u1≠0; kein Spurpunkt, falls u1=0)  
x2 = 0 -> a2 + tu2 = 0 -> t = t2 = -a2/u2 -> S2(a1+t2u1|0|a3+t2u3) 
(Spurpunkt mit x1-x3-Ebene, falls u2≠0; kein Spurpunkt, falls u2=0)  
x3 = 0 -> a3 + tu3 = 0 -> t = t3 = -a3/u3 -> S3(a1+t3u1|a2+t3u2|0) 
(Spurpunkt mit x1-x2-Ebene, falls u3≠0; kein Spurpunkt, falls u3=0) 

u1 = 0 -> g || x2-x3-Ebene  
u2 = 0 -> g || x1-x3-Ebene  
u3 = 0 -> g || x1-x2-Ebene  
u2 = 0, u3 = 0 -> g || x1-Achse  
u1 = 0, u3 = 0 -> g || x2-Achse  
u1 = 0, u2 = 0 -> g || x3-Achse 

Spurpunkte, Lage von Geraden 
 
 
Voraussetzung  Spurpunkte, Lage der Ebene  

Ebene E: dcxbxax =++ 321  

a≠0, b≠0, c≠0
 

S1(d/a|0|0) (Schnittpunkt mit der x1-Achse) 
S2(0|d/b|0) (Schnittpunkt mit der x2-Achse) 
S3(0|0|d/c) (Schnittpunkt mit der x3-Achse) 

Ebene E: dcxbx =+ 32  

b≠0, c≠0 

S2(0|d/b|0) (Schnittpunkt mit der x2-Achse) 
S3(0|0|d/c) (Schnittpunkt mit der x3-Achse) 
-> Ebene parallel zur x1-Achse 

Ebene E: dcxax =+ 31  

a≠0, c≠0 

S1(d/a|0|0) (Schnittpunkt mit der x1-Achse) 
S3(0|0|d/c) (Schnittpunkt mit der x3-Achse) 
-> Ebene parallel zur x2-Achse 

Ebene E: dbxax =+ 21  
a≠0, b≠0 

S1(d/a|0|0) (Schnittpunkt mit der x1-Achse) 
S2(0|d/b|0) (Schnittpunkt mit der x2-Achse) 
-> Ebene parallel zur x3-Achse 

Ebene E: dax =1  
a≠0 

S1(d/a|0|0) (Schnittpunkt mit der x1-Achse) 
-> Ebene parallel zur x2- und x3-Achse 
-> Ebene parallel zur x2-x3-Ebene 

Ebene E: dbx =2  
b≠0 

S2(0|d/b|0) (Schnittpunkt mit der x2-Achse) 
-> Ebene parallel zur x1- und x3-Achse 
-> Ebene parallel zur x1-x3-Ebene 

Ebene E: dcx =3  

c≠0 

S3(0|0|d/c) (Schnittpunkt mit der x3-Achse) 
-> Ebene parallel zur x1- und x2-Achse 
-> Ebene parallel zur x1-x2-Ebene 

Spurpunkte, Lage von Ebenen 
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Voraussetzung  Lage, Abstand  

Punkt P 

Gerade: g: 
>−>−>−

+= utax  (PF) 
a) Punktprobe: 

>−>−>−
+= utaOP  -> 1 Lösung: Pεg; keine Lösung: P∉g 

b) Abstand (Lotfußpunktverfahren): Fεg mit: 0=⋅
>−>−

uPF ,  

d(P,g) = 
>−

PF  

c) Abstand (Hilfsebenenverfahren): Hilfsebene EH: 0)( =−
>−>−>−
pxu  mit 

>−>−
= OPp , Schnittpunkt F von Hilfsebene EH und Gerade g als Lot-

fußpunkt (Einsetzen der Geradenkomponenten x1, x2, x3 in die 

Ebene -> t*) für errechnetes t* mit 
>−>−>−

+= utaOF * , d(P,g) = 
>−

PF  

d) Abstand (Kreuzproduktformel): d(P,g) = 
>−>−>−>−

−× uaOPu )(  

e) Abstand (Abstandsfunktion): Ft(a1+tu1|a2+tu2|a3+tu3) εg als „lau-

fenden“ Punkt  -> Abstandsfunktion d(t) = 
>−

tPF  -> Minimum der 

Abstandsfunktion (d‘(t)=0) bei t* -> Lotfußpunkt 
>−>−>−

+= utaOF * , 

d(P,g) = d(t*) = 
>−

PF  

Lage Punkt – Gerade 
 
 
 
 
 
 
 
Voraussetzung  Lage, Abstand  

Gerade g1: 
>−>−>−

+= 11 usax  (PF) 

Gerade g2: 
>−>−>−

+= 22 utax  (PF) 

a) Gleichsetzen der Geradengleichungen: 
>−>−>−>−

+=+ 2211 utausa  -> 
unendlich viele Lösungen: g1 = g2, 1 Lösung: Schnittpunkt S mit 

}{21 Sgg =∩ ; keine Lösung: Geraden parallel oder windschief 

b) Überprüfung auf Parallelität: 
>−>−

= 21 uku  -> 1 Lösung: g1 || g2, 
keine Lösung: g1, g2 windschief  
c) Abstand (bei parallelen Geraden): d(g1,g2) = d(A2,g1) mit Punkt 

A2εg2, z.B. mit 
>−>−

= 22 OAa  
 
d) Abstand (bei windschiefen Geraden, Lotfußpunktverfahren): 

PLεg1, QLεg2 mit: 01 =⋅
>−>−

uQP LL , 02 =⋅
>−>−

uQP LL , d(g1,g2) = 
>−

LLQP ; 

e) Abstand (bei windschiefen Geraden, Hilfsebenenverfahren): 

Normalenvektor 
>−>−>−

×= 21 uun , Hilfsebene EH: 0)( 1 =−
>−>−>−

axn  (NF) 

mit EH || g2, d(g1,g2) = d(A2, EH) mit A2εg2, z.B. mit 
>−>−

= 22 OAa  (Hes-

sesche Normalform); Formel: d(g1,g2) = 
>−>−>−>−








 − naan 12
 

f) Schnittwinkel (bei sich schneidenden Geraden): 








 ⋅⋅=
>−>−>−>−

−
2121

1cos uuuuϕ  

Lage Gerade – Gerade 
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Voraussetzung  Lage, Abstand  

Punkt P(p1|p2|p3) 

Ebene: E: 
>−>−>−>−

++= wsvrbx  (PF) bzw.  

E: dcxbxax =++ 321  (KF) 

a) Punktprobe: 
>−>−>−>−

++= vsurbOP  -> 1 Lösung: Pεg; keine Lösung: 
P∉g 
b) Punktprobe: dcpbpap =++ 321  -> wahre Aussage: Pεg; fal-

sche Aussage: P∉g 
c) Abstand (Hessesche Normalform):  

d(P,E) = 
222

321

cba

dcpbpap
ndOPn

++

−++
=−⋅

>−>−>−
  

Lage Punkt – Ebene 
 

Voraussetzung  Lage, Abstand  

Ebene E: 
>−>−>−>−

++= wsvrbx  (PF) bzw.  

E: 0)( =−
>−>−>−

bxn  (
>−>−>−

×= wvn ) (NF) bzw. 

E: dcxbxax =++ 321  ( Tcban )(=
>−

) (KF) 

Gerade: g: 
>−>−>−

+= utax  (PF) 

a) Gleichsetzen von Ebenen- und  Geradengleichung: 
>−>−>−>−>−

+=++ utawsvrb  (PF) bzw. Einsetzen der Geraden-
komponenten x1, x2, x3 in die Ebene (KF, NF) -> unendlich viele 
Lösungen: Eg ⊂ , 1 Lösung: Schnittpunkt S mit }{SEg =∩ ; 
keine Lösung: g || E 
b) Abstand (bei Parallelität von Gerade und Ebene): d(g,E) = 

d(A,E) mit Punkt Aεg, z.B. mit 
>−>−

= OAa  (Hessesche Normalform) 
c) Schnittwinkel (bei sich schneidender Gerade und Ebene): 








 ⋅⋅=
>−>−>−>−

− unun1sinϕ  

Lage Gerade – Ebene 
 

Voraussetzung  Lage, Abstand  

E1: 
>−>−>−>−

++= 111 wsvrbx  (PF) bzw.  

E1: 1321 dcxbxax =++  (KF),  

E2: 
>−>−>−>−

++= 222 wuvtbx  (PF) bzw.  

E2: 2321 dgxfxex =++  (KF) 

>−>−>−
×= 111 wvn , 

>−>−>−
×= 222 wvn  

a) Gleichsetzen der Ebenengleichungen E1, E2 (PF): 
>−>−>−>−>−>−

++=++ 222111 wuvtbwsvrb  bzw. Einsetzen der Ebenen-
komponenten x1, x2, x3 der Ebene E1 (PF) in die Ebene E2 (KF) 
bzw. Lösen des linearen Gleichungssystems der Ebenen E1, E2 

(KF): 








=++
=++

2321

1321

dgxfxex

dcxbxax
 -> unendlich viele Lösungen (mit 

zwei Parametern): E1 = E2, unendlich viele Lösungen (mit einem 
Parameter): Schnittgerade g mit gEE =∩ 21 ; keine Lösung:  
E1 || E2 
b) Abstand (bei Parallelität der Ebenen): d(E1,E2) = d(A,E1) mit 
Punkt AεE2 (Hessesche Normalform)  
c) Schnittwinkel (bei sich schneidenden Ebenen): 








 ⋅⋅=
>−>−>−>−

−
2121

1cos nnnnϕ  

Lage Ebene – Ebene 
 
Voraussetzung  Lage  

Gerade: g: 
>−>−>−

+= utax  (PF) 

Ebene E: 
>−>−>−>−

++= wsvrbx  (PF) bzw.  

E: 0)( =−
>−>−>−

bxn  (
>−>−>−

×= wvn ) (NF) bzw. 

E: dcxbxax =++ 321  ( Tcban )(=
>−

) (KF) 

a) 0=⋅
>−>−

nu  -> g || E 

b) 
>−>−

= nku  -> g ⊥ E 

Orthogonalität, Parallelität Gerade – Ebene 
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Voraussetzung  Lage  

E1: 
>−>−>−>−

++= 111 wsvrbx  (PF) bzw.  

E1: 1321 dcxbxax =++  (KF),  

E2: 
>−>−>−>−

++= 222 wuvtbx  (PF) bzw.  

E2: 2321 dgxfxex =++  (KF) 

>−>−>−
×= 111 wvn , 

>−>−>−
×= 222 wvn  

a) 
>−>−

= 21 nkn  -> E1 || E2 

b) 021 =⋅
>−>−

nn  -> E1 ⊥ E2 

Orthogonalität, Parallelität Ebene – Ebene 
 
 

 
Spiegelungen 
 
Voraussetzung  Spiegelung  

Punkt A(a1|a2|a3), Ursprung O(0|00) -> Bildpunkt A‘(-a1|-a2|-a3) 

Gerade g: 
>−>−>−

+= utax  (PF),  
Ursprung O(0|00) -> 

Punkt A(a1|a2|a3) mit 
>−>−

= aOA , Bildpunkt A‘(-a1|-a2|-a3) -> 

gespiegelte Gerade: g‘:
>−>−>−

+= utOAx '  (PF) mit g‘ || g 

Ebene: E: 0)( =−
>−>−>−

axn  (NF),  
Ursprung O(0|00) -> 

Punkt A(a1|a2|a3) mit 
>−>−

= aOA , Bildpunkt A‘(-a1|-a2|-a3) -> 

gespiegelte Ebene: E‘: 0)'( =−
>−>−>−

OAxn  (NF) mit E‘ || E 

Spiegelungen am Ursprung 
 
Voraussetzung  Spiegelung  

Punkt A(a1|a2|a3), x1-Achse -> 
Punkt A(a1|a2|a3), x2-Achse -> 
Punkt A(a1|a2|a3), x3-Achse -> 

Bildpunkt A‘: A’(a1|-a2|-a3) 
Bildpunkt A‘: A’(-a1|a2|-a3) 
Bildpunkt A‘: A’(-a1|-a2|a3) 

Gerade g: 
>−>−>−

+= utax  (PF),  
A(a1|a2|a3)єg, B(b1|b2|b3)єg -> 
x1-Achse 
x2-Achse 
x3-Achse 

 
 
 
Bildpunkte A’, B’: A’(a1|-a2|-a3), B’(b1|-b2|-b3) 
Bildpunkte A’, B’: A’(-a1|a2|-a3), B’(-b1|b2|-b3) 
Bildpunkte A’, B’: A’(-a1|-a2|a3), B’(-b1|-b2|b3) 

-> Bildgerade: g’: 
>−>−>−

+= ''' BAtOAx  

Ebene: E: 
>−>−>−>−

++= wsvrax  (PF),  
A(a1|a2|a3)єE, B(b1|b2|b3)єE, 
C(c1|c2|c3)єE -> 
x1-Achse 
x2-Achse 
x3-Achse 

 
 
 
 
Bildpunkte A’, B’, C‘: A’(a1|-a2|-a3), B’(b1|-b2|-b3), C’(c1|-c2|-c3) 
Bildpunkte A’, B’, C‘: A’(-a1|a2|-a3), B’(-b1|b2|-b3), C’(-c1|c2|--c3) 
Bildpunkte A’, B’, C‘: A’(-a1|-a2|a3), B’(-b1|-b2|b3), C’(-c1|-c2|c3) 

-> Bildebene: E‘:
>−>−>−>−

++= ''''' CAsBArOAx  
Spiegelungen an Koordinatenachsen 

 
Voraussetzung  Spiegelung  

Punkt A(a1|a2|a3), x1-x2-Ebene -> 
Punkt A(a1|a2|a3), x1-x3-Ebene -> 
Punkt A(a1|a2|a3), x2-x3-Ebene -> 

Bildpunkt A‘: A’(a1|a2|-a3) 
Bildpunkt A‘: A’(a1|-a2|a3) 
Bildpunkt A‘: A’(-a1|a2|a3) 

Gerade g: 
>−>−>−

+= utax  (PF),  
A(a1|a2|a3)єg, B(b1|b2|b3)єg -> 
x1-x2-Ebene 
x1-x3-Ebene 
x2-x3-Ebene 

 
 
 
Bildpunkte A’, B’: A’(a1|a2|-a3), B’(b1|b2|-b3) 
Bildpunkte A’, B’: A’(a1|-a2|a3), B’(b1|-b2|b3) 
Bildpunkte A’, B’: A’(-a1|a2|a3), B’(-b1|b2|b3) 

-> Bildgerade: g’: 
>−>−>−

+= ''' BAtOAx  
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Ebene: E: 
>−>−>−>−

++= wsvrax  (PF),  
A(a1|a2|a3)єE, B(b1|b2|b3)єE, 
C(c1|c2|c3)єE -> 
x1-x2-Ebene 
x1-x3-Ebene 
x2-x3-Ebene 

 
 
 
 
Bildpunkte A’, B’, C‘: A’(a1|a2|-a3), B’(b1|b2|-b3), C’(c1|c2|-c3) 
Bildpunkte A’, B’, C‘: A’(a1|-a2|a3), B’(b1|-b2|b3), C’(c1|-c2|-c3) 
Bildpunkte A’, B’, C‘: A’(-a1|a2|a3), B’(-b1|b2|b3), C’(-c1|c2|c3) 

-> Bildebene: E‘:
>−>−>−>−

++= ''''' CAsBArOAx  
Spiegelungen an Koordinatenebenen 

 
 
Voraussetzung  Spiegelung  

Punkt A(a1|a2|a3),  
Spiegelpunkt F(f1|f2|f3) 

Bildpunkt 
>−>−>−

⋅+= AFOAOA 2'  bzw. 
>−>−>−

+= AFOFOA'  bzw. 
>−>−>−

−= OAOFOA 2'  
-> Bildpunkt A‘(2f1-a1|2f2-a2|2f3-a3) 

Gerade g: 
>−>−>−

+= utax  (PF),  
Spiegelpunkt F(f1|f2|f3) 

Punkt A(a1|a2|a3) mit 
>−>−

= aOA , Bildpunkt A‘(2f1-a1|2f2-a2|2f3-a3) -> 

gespiegelte Gerade: g‘:
>−>−>−

+= utOAx '  (PF) mit g‘ || g 

Ebene: E: 0)( =−
>−>−>−

axn  (NF),  
Spiegelpunkt F(f1|f2|f3) 

Punkt A(a1|a2|a3) mit 
>−>−

= aOA , Bildpunkt A‘(2f1-a1|2f2-a2|2f3-a3) -> 

gespiegelte Ebene: E‘: 0)'( =−
>−>−>−

OAxn  (NF) mit E‘ || E 

Punktspiegelungen 
 
 
Voraussetzung  Spiegelung  

Punkt A(a1|a2|a3),  
Spiegelpunkt F(f1|f2|f3) 

Bildpunkt 
>−>−>−

⋅+= AFOAOA 2'  bzw. 
>−>−>−

+= AFOFOA'  bzw. 
>−>−>−

−= OAOFOA 2'  
-> Bildpunkt A‘(2f1-a1|2f2-a2|2f3-a3) 

Punkt A(a1|a2|a3),  

Spiegelgerade gS: 
>−>−>−

+= SS utax  (PF) 
Lotfußpunkt FεgS mit 0=⋅

>−>−

SuAF  (Lotfußpunktverfahren) bzw. 

Lotfußpunkt FεgS mit Hilfsebene: EH: 
>−>−>−>−

⋅= OAuxu SS
 (KF),  

{ }FgE SH =∩  (Hilfsebenenverfahren) -> 

Bildpunkt 
>−>−>−

⋅+= AFOAOA 2'  bzw. 
>−>−>−

+= AFOFOA'  bzw. 
>−>−>−

−= OAOFOA 2'  
-> Bildpunkt A‘(2f1-a1|2f2-a2|2f3-a3) 

Punkt A(a1|a2|a3),  

Spiegelebene ES: SS dxn =⋅
>−>−

 (KF) 

Lotfußpunkt FεES mit Hilfsgerade: h: 
>−>−>−

+= SntOAx  (PF),  

{ }FhES =∩  (Hilfsgeradenverfahren) -> 

Bildpunkt 
>−>−>−

⋅+= AFOAOA 2'  bzw. 
>−>−>−

+= AFOFOA'  bzw. 
>−>−>−

−= OAOFOA 2'  
-> Bildpunkt A‘(2f1-a1|2f2-a2|2f3-a3) 

Spiegelung von Punkten 
 
 
Voraussetzung  Spiegelung  

Gerade g: 
>−>−>−

+= utax  (PF),  
Spiegelpunkt F(f1|f2|f3) 

Punkt A(a1|a2|a3) mit 
>−>−

= aOA , Bildpunkt A‘(2f1-a1|2f2-a2|2f3-a3) -> 

gespiegelte Gerade: g‘:
>−>−>−

+= utOAx '  (PF) mit g‘ || g 

Gerade g: 
>−>−>−

+= utax  (PF), 

Spiegelgerade gS: 
>−>−>−

+= SS utax  (PF),  

g || gS 

Punkt A(a1|a2|a3) mit 
>−>−

= aOA , Punkt FεgS ->  
Bildpunkt A‘(2f1-a1|2f2-a2|2f3-a3) -> 

gespiegelte Gerade: g‘:
>−>−>−

+= utOAx '  (PF) mit g‘ || g 

Gerade g: 
>−>−>−

+= utax  (PF), 

Spiegelgerade gS: 
>−>−>−

+= SS utax  (PF),  

}{Sgg S =∩  

Punkt Pεg, P≠S, mit 0=⋅
>−>−

SuPF  (Lotfußpunktverfahren) bzw. 

Lotfußpunkt FεgS mit Hilfsebene: EH: 
>−>−>−>−

⋅= OPuxu SS
 (KF),  

{ }FgE SH =∩  (Hilfsebenenverfahren) -> 

Bildpunkt 
>−>−>−

⋅+= PFOPOP 2'  bzw. 
>−>−>−

+= PFOFOP'  bzw. 
>−>−>−

−= OPOFOP 2'  -> 

gespiegelte Gerade: g‘:
>−>−>−

+= 'SPtOSx  (PF) 
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Gerade g: 
>−>−>−

+= utax  (PF), 

Spiegelgerade gS: 
>−>−>−

+= SS utax  (PF),  

}{Sgg S =∩  oder: g, gS windschief 

Punkte P, Qεg, P, Q≠S, mit 0=⋅
>−>−

SP uPF , 0=⋅
>−>−

SQ uQF  (Lotfußpunkt-

verfahren) bzw. 

Fußpunkt FPεgS mit Hilfsebene: EP: 
>−>−>−>−

⋅= OPuxu SS
 (KF), 

{ }PSP FgE =∩ , Fußpunkt FQεgS mit Hilfsebene: EQ: 
>−>−>−>−

⋅= OQuxu SS
 

(KF), { }QSQ FgE =∩  (Hilfsebenenverfahren) -> Bildpunkte 
>−>−>−

⋅+= PPFOPOP 2'  bzw. 
>−>−>−

+= PP PFOFOP'  bzw. 
>−>−>−

−= OPOFOP P2' , 
>−>−>−

⋅+= QQFOQOQ 2'  bzw. 
>−>−>−

+= QQFOQOQ '  bzw. 
>−>−>−

−= OQOFOQ Q2'  -> 

gespiegelte Gerade: g‘:
>−>−>−

+= ''' QPtOPx  (PF) 

Gerade g: 
>−>−>−

+= utax  (PF), 

Spiegelebene ES: SS dxn =⋅
>−>−

 (KF), 

g || ES 

Punkt A(a1|a2|a3) mit 
>−>−

= aOA , Punkt FεES ->  
Bildpunkt A‘(2f1-a1|2f2-a2|2f3-a3) -> 

gespiegelte Gerade: g‘:
>−>−>−

+= utOAx '  (PF) mit g‘ || g 

Gerade g: 
>−>−>−

+= utax  (PF), 

Spiegelebene ES: SS dxn =⋅
>−>−

 (KF), 

}{SEg S =∩  

Punkt Pεg, P≠S, h: 
>−>−>−

+= SntOPx , { }FEh S =∩  

(Hilfsgeradenverfahren) -> Bildpunkt 
>−>−>−

⋅+= PFOPOP 2'  bzw. 
>−>−>−

+= PFOFOP'  bzw. 
>−>−>−

−= OPOFOP 2'  -> gespiegelte Gerade: 

g‘:
>−>−>−

+= 'SPtOSx  (PF) 
Spiegelung von Geraden 

 
Vorauss etzung  Spiegelung  

Ebene: E: 0)( =−
>−>−>−

axn  (NF),  
Spiegelpunkt F(f1|f2|f3) 

Punkt A(a1|a2|a3) mit 
>−>−

= aOA , Bildpunkt A‘(2f1-a1|2f2-a2|2f3-a3) -> 

gespiegelte Ebene: E‘: 0)'( =−
>−>−>−

OAxn  (NF) mit E‘ || E 

Ebene: E: 0)( =−
>−>−>−

axn  (NF),  

Spiegelgerade gS: 
>−>−>−

+= SS utax  (PF),  

E || gS 

Punkt A(a1|a2|a3) mit 
>−>−

= aOA , Punkt FεgS -> 
Bildpunkt A‘(2f1-a1|2f2-a2|2f3-a3) -> 

gespiegelte Ebene: E‘: 0)'( =−
>−>−>−

OAxn  (NF) mit E‘ || E 

Ebene: E: 0)( =−
>−>−>−

axn  (NF),  

Spiegelgerade gS: 
>−>−>−

+= SS utax  (PF), 

}{SgE S =∩  

Punkt P, QεE, P, Q≠S, 0=⋅
>−>−

SP uPF , 0=⋅
>−>−

SQ uQF  (Lotfußpunktver-

fahren) bzw. Lotfußpunkt FPεgS mit Hilfsebene: EP: 
>−>−>−>−

⋅= OPuxu SS
 

(KF), { }PSP FgE =∩   

Lotfußpunkt FQεgS mit Hilfsebene: EQ: 
>−>−>−>−

⋅= OQuxu SS
 (KF), 

{ }QSQ FgE =∩  (Hilfsebenenverfahren) -> Bildpunkte 
>−>−>−

⋅+= PPFOPOP 2'  bzw. 
>−>−>−

+= PP PFOFOP'  bzw. 
>−>−>−

−= OPOFOP P2' , 
>−>−>−

⋅+= QQFOQOQ 2'  bzw. 
>−>−>−

+= QQFOQOQ '  bzw. 
>−>−>−

−= OQOFOQ Q2'  -> 

gespiegelte Ebene: E‘:
>−>−>−>−

++= '' SQsSPrOSx  (PF) 

Ebene: E: 0)( =−
>−>−>−

axn  (NF),  

Spiegelebene ES: SS dxn =⋅
>−>−

 (KF), 

E || ES 

Punkt A(a1|a2|a3) mit 
>−>−

= aOA , Punkt FεES -> 
Bildpunkt A‘(2f1-a1|2f2-a2|2f3-a3) -> 

gespiegelte Ebene: E‘: 0)'( =−
>−>−>−

OAxn  (NF) mit E‘ || E 

Ebene: E: 0)( =−
>−>−>−

axn  (NF),  

Spiegelebene ES: SS dxn =⋅
>−>−

 (KF), 

gEE S =∩ : 
>−>−>−

+= utOAx 1  

Punkt PεE, P∉g, h: 
>−>−>−

+= SntOPx , { }FEh S =∩  

(Hilfsgeradenverfahren) -> Bildpunkt 
>−>−>−

⋅+= PFOPOP 2'  bzw. 
>−>−>−

+= PFOFOP'  bzw. 
>−>−>−

−= OPOFOP 2'  -> gespiegelte Ebene: 

E‘:
>−>−>−>−

++= '11 PAsutOAx  (PF) 

Spiegelungen von Ebenen 
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Geometrie 
 

Dreieck ABC in der Ebene: E: 
>−>−>−>−

++= ACsABrOAx  (PF), Seiten als Diffe-

renzvektoren: 
>−

AB , 
>−

AC , 
>−

BC , Winkel an den Ecken A, B, C: α, β, γ. 

 

>−>−
≠ ACkAB  für jedes reelle k => Dreieck 

>−>−
≠ BCkAB  für jedes reelle k => Dreieck 

>−>−
≠ ACkBC  für jedes reelle k => Dreieck

Seiten: 
>−

= ABc , 
>−

= ACb , 
>−

= BCa , Umfang: 
>−>−>−

++= BCACABu  

>−>−
= ACAB  => Dreieck gleichschenklig (Spitzenwinkel α)

 >−>−
= BCAB  => Dreieck gleichschenklig (Spitzenwinkel β)

 >−>−
= ACBC  => Dreieck gleichschenklig (Spitzenwinkel γ)

Winkel: 
>−>−

>−>−

⋅

⋅=
ACAB

ACABαcos , 
>−>−

>−>−

⋅

⋅−=
BCAB

BCABβcos , 
>−>−

>−>−

⋅

⋅=
BCAC

BCACγcos   
Winkelsumme:   
α + β + γ = 180° 

0=⋅
>−>−

ACAB  => Dreieck rechtwinklig (rechter Winkel α) 

0=⋅
>−>−

BCAB  => Dreieck rechtwinklig (rechter Winkel β) 

0=⋅
>−>−

ACBC  => Dreieck rechtwinklig (rechter Winkel γ) 

 

Höhen: ha = d(A, gBC), hb = d(B, gAC), hc = d(C, gAC) bzw.  

>−

>−>−
×⋅

=
BC

ACAB
ha

, 
>−

>−>−
×⋅

=
AC

BCAB
hb

, 
>−

>−>−
×

=
AB

BCAC
hc

 usw.  

Erläuterung:  

gPQ: 
>−>−>−

+= PQtOPx  
d(R,g) = Abstand Punkt R – Gerade g 

Fläche: 
222

cba chbhah
A ===   

bzw. 
2

),(

2

),(

2

),( ABACBC gCdABgBdACgAdBC
A

⋅=⋅=⋅=
>−>−>−

  

bzw. 
>−>−>−>−>−>−

×=×=×= BCACBCABACABA
2

1

2

1

2

1  

 

Dreieck  
 

Trapez ABCD in der Ebene: E: 
>−>−>−>−

++= ACsABrOAx  (PF) mit DεE, Seiten 

als Differenzvektoren: 
>−

AB , 
>−

BC , 
>−

CD , 
>−

AD , Winkel an den Ecken A, B, C, 
D: α, β, γ, δ. 

 

>−>−
= CDkAB  für ein gewisses k => Trapez (

>−>−
CDAB || ) 

>−>−
= ADkBC  für ein gewisses k => Trapez (

>−>−
ADBC || ) 

Seiten: 
>−

= ABa , 
>−

= BCb , 
>−

= CDc , 
>−

= ADd ,  

Umfang: 
>−>−>−>−

+++= ADCDBCABu  

>−>−
CDAB || , 

>−>−
= ADBC  => Trapez gleichschenklig 



Michael Buhlmann, Mathematik > Vektorrechnung > Zusammenfassung 12 

>−>−
ADBC || , 

>−>−
= CDAB  => Trapez gleichschenklig

Winkel: 
>−>−

>−>−

⋅

⋅=
ADAB

ADABαcos , 
>−>−

>−>−

⋅

⋅−=
BCAB

BCABβcos , 
>−>−

>−>−

⋅

⋅−=
CDBC

CDBCγcos , 
>−>−

>−>−

⋅

⋅=
CDAD

CDADδcos   
Winkelsumme:   
α + β + γ + δ = 360° 

Höhe: 
>−>−

CDAB ||  => h = d(C, gAB) bzw. 
>−

>−>−
⋅×⋅

=
AB

ACAB
h

 

bzw. 
>−>−

ADBC ||  => h = d(D, gBC) bzw. 
>−

>−>−
⋅×⋅

=
BC

BDBC
h

 

Erläuterung:  

gPQ: 
>−>−>−

+= PQtOPx  
d(R,g) = Abstand Punkt R – Gerade g 

Fläche: 
>−>−

CDAB ||  => h
ca

A
2

+=  bzw. 
>−>−>−>−

×+×= ADACACABA  

bzw.: 
>−>−

ADBC ||  => h
db

A
2

+=  bzw. 
>−>−>−>−

×+×= ADACACABA  

 

Trapez  
 

Parallelogramm ABCD in der Ebene: E: 
>−>−>−>−

++= ACsABrOAx  (PF) mit 

DεE, Seiten als Differenzvektoren: 
>−

AB , 
>−

BC , 
>−

CD , 
>−

AD , Winkel an den 
Ecken A, B, C, D: α, β, γ, δ. 

 

>−>−
= DCAB  => Parallelogramm 

>−>−
= ADBC  => Parallelogramm 

Seiten: 
>−>−

== CDABa , 
>−>−

== ADBCb , Umfang: 
>−>−

+= BCABu 22  
 

Winkel: 
>−>−

>−>−

⋅

⋅=
ADAB

ADABαcos , 
>−>−

>−>−

⋅

⋅−=
BCAB

BCABβcos  usw.  
Winkelsumme:   
α + β + γ + δ = 360° 
α + β = 180°, γ + δ = 180° 
α = γ, β = δ 

Höhen: ha = d(C, gAB) bzw. 
>−

>−>−
⋅×⋅

=
AB

ADAB
ha

, hb = d(C, gAD) bzw. 
>−

>−>−
⋅×⋅

=
AD

ADAB
hb

  

Erläuterung:  

gPQ: 
>−>−>−

+= PQtOPx  
d(R,g) = Abstand Punkt R – Gerade g 

Fläche: ba bhahA ==  bzw. ),(),( ADAB gCdADgCdABA ⋅=⋅=
>−>−

 

bzw. 
>−>−

×= ADABA   

 

Parallelogramm 
  
Raute ABCD als Parallelogramm mit gleich langen Seiten in der Ebene: 

E: 
>−>−>−>−

++= ACsABrOAx  (PF) mit DεE, Seiten als Differenzvektoren: 
>−

AB , 
>−

BC , 
>−

CD , 
>−

AD , Winkel an den Ecken A, B, C, D: α, β, γ, δ. 

 

>−>−
= DCAB , 

>−>−
= BCAB  => Raute 

>−>−
= ADBC , 

>−>−
= BCAB  => Raute 

Seiten: 
>−>−>−>−

==== ADCDBCABa , Umfang: 
>−

= ABu 4  
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Winkel: 
>−>−

>−>−

⋅

⋅=
ADAB

ADABαcos , 
>−>−

>−>−

⋅

⋅−=
BCAB

BCABβcos  usw. 
Winkelsumme:   
α + β + γ + δ = 360° 
α + β = 180°, γ + δ = 180° 
α = γ, β = δ 

Höhe: h = d(C, gAB) = d(C, gAD) bzw. 
>−

>−>−
⋅×⋅

=
AB

ADAB
h

  

Erläuterung:  

gPQ: 
>−>−>−

+= PQtOPx  
d(R,g) = Abstand Punkt R – Gerade g 

Fläche: 
2

>−>−
⋅

=
BDAC

A  bzw.
>−>−

×= ADABA   

 

Raute 
 
 
 
Rechteck ABCD als rechtwinkliges Parallelogramm in der Ebene: 

E: 
>−>−>−>−

++= ACsABrOAx  (PF) mit DεE, Seiten als Differenzvektoren: 
>−

AB , 
>−

BC , 
>−

CD , 
>−

AD , Winkel an den Ecken A, B, C, D: α, β, γ, δ. 

 

>−>−
= DCAB , 0=⋅

>−>−
ADAB  => Rechteck 

>−>−
= ADBC , 0=⋅

>−>−
BCAB  => Rechteck 

Seiten: 
>−>−

== CDABa , 
>−>−

== ADBCb , Umfang: 
>−>−

+= BCABu 22  

Fläche: >−>−
⋅= BCABA  bzw.

>−>−
×= ADABA   

Winkel:   
α = β = γ = δ = 90° 

Rechteck 
 
 
 
Quadrat ABCD als rechtwinkliges Parallelogramm mit gleich langen Sei-

ten in der Ebene: E: 
>−>−>−>−

++= ACsABrOAx  (PF) mit DεE, Seiten als Diffe-

renzvektoren: 
>−

AB , 
>−

BC , 
>−

CD , 
>−

AD , Winkel an den Ecken A, B, C, D: α, β, 
γ, δ. 

 

>−>−
= DCAB , 0=⋅

>−>−
ADAB , 

>−>−
= BCAB  => Quadrat 

>−>−
= ADBC , 0=⋅

>−>−
BCAB , 

>−>−
= BCAB   => Quadrat 

Seiten: 
>−>−>−>−

==== ADCDBCABa , Umfang: 
>−

= ABu 4  
 

Fläche: 
2>−

= ABA  bzw.
>−>−

×= ADABA  
Winkel:   
α = β = γ = δ = 90° 

Quadrat 
 
 
 
Quader (Würfel) ABCDEFGH mit Rechteck ABCD als Grund-, Rechteck 
EFGH als Deckfläche und rechten Winkeln. 

>−
= ABa , 

>−
= ADb , 

>−
= AEc  (Kanten); a=b=c (Würfel) 

 
Grundfläche, Deckfläche: G = ab; G = a2 (Würfel) 
Mantelfläche: M = (2a+2b)c; M = 4a2 (Würfel) 
Oberfläche: O = 2G + M = 2(ab+ac+bc); O = 6a2 (Würfel) 
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Volumen: V = abc ; V = a3 (Würfel)
Quader (Würfel) 

 
 
 
Spat ABCDEFGH mit Parallelogramm ABCD als Grund-, Parallelogramm 
EFGH als Deckfläche. 

 

>−
= ABa , 

>−
= ADb , 

>−
= AEc  (Kanten) 

Grundfläche, Deckfläche: >−>−
×= ADABG   

Mantelfläche: >−>−>−>−
×⋅+×⋅= AEADAEABM 22  

Oberfläche: O = 2G + M 
 

Volumen (Spatprodukt): >−>−>−
⋅×= AEADABV )(

Spat 
 
Dreieckpyramide ABCS mit Grundflächendreieck ABC und Spitze S. 

 

⋅×=⋅×=⋅×=
>−>−>−>−>−>−

BCACBCABACABG
2

1

2

1

2

1  (Grundfläche) 

⋅×+⋅×+⋅×=
>−>−>−>−>−>−

BSBCASACASABM
2

1

2

1

2

1  (Mantelfläche) 

O = G + M (Oberfläche)

h = d(S, EABC) (Höhe, EABC als Grundebene, Hessesche Normalform) -> 

Volumen: V = Gh/3 (Volumen) bzw. 
6

)(
>−>−>−

⋅×
=

AEADAB
V  

Dreieckpyramide 
 
Parallelogrammpyramide ABCDS mit Grundflächenparallelogramm ABCD 
und Spitze S. 

 

Grundkanten: 
>−

= ABa , 
>−

= ADb  

Höhe:  h = d(S, EABCD) (EABCD als Grundebene, Hessesche Normalform) 

Seitenhöhen: 2
2

2
1 2

h
b

h +






= , 2
2

2
2 2

h
a

h +






=  

Seitenkante: 2
2

2
2
1

2
2

22
h

b
h

a
s +







=+






=  

Grundfläche: 
>−>−

×= ADABG  

Mantelfläche: 
>−>−>−>−

×+×= ASADASABM  

Oberfläche: O = G + M 

Volumen: V = Gh/3 bzw. 
3

)(
>−>−>−

⋅×
=

AEADAB
V  

Parallelogrammpyramide 
 
HNF = Hessesche Nornalform, KF = Koordinatenform, LGS = lineares Gleichungssystem, Lsg. = Lösung(en), NF = 
Normalenform, PF = Parameterform, u.v.L = unendlich viele Lösungen 
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