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Wahrscheinlichkeitsrechnung (Stochastik)

Stochastik oder Wahrscheinlichkeitsrechnung ist die Beschaftigung mit Wahrscheinlichkei-
ten, also mit mathematischen Gro3en p (0<p<1, p reell), die im Rahmen von Zufallsexpe-
rimenten als Mal} fir die Sicherheit bzw. Unsicherheit eines Ergebnisses bzw. Ereignisses
in Erscheinung treten. Zufallsexperimente (Zufallsversuche, Zufallsvorgdnge) sind mathe-
matisch modellierte Prozesse, die auf der (endlichen) Wiederholung (Mehrstufigkeit) einer
gleichen festgelegten Versuchssituation (Merkmale, Versuchsausgéange) beruhen, wobei
die (abzahlbar-endlichen) mdéglichen Ergebnisse einer solchen Versuchsdurchfiihrung
ebenso wie die Ergebniswahrscheinlichkeiten (als relative Haufigkeiten [Gesetz der gro-
Ben Zahlen]) bekannt sind. Zufallsexperimente lassen sich durch sog. Wahrscheinlich-
keitsbaume (aus Knoten, Verzweigungen [Ausgdnge, Merkmalsauspragungen], Kanten
[Zweige] und Pfaden [Aste]) darstellen, die Ergebnisse und Wahrscheinlichkeiten anzei-
gen. Zufallsexperimente, die auf Ergebnisse mit immer derselben Wahrscheinlichkeit hin-
fuhren, heilBen Laplace-Experimente. Ergebnisse sind Elementarereignisse, Ereignisse
sind Zusammenfassungen von Ergebnissen (Mengenlehre der Ereignisse), die Wahr-
scheinlichkeit eines Ereignisses errechnet sich gemanR den Pfadregeln (Multiplikation von
Wahrscheinlichkeiten innerhalb eines Pfades, Addition von Wahrscheinlichkeiten ver-
schiedener Pfade); die Wahrscheinlichkeit aller Ergebnisse eines Zufallsexperiments stellt
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung dar; die Summe der Wahrscheinlichkeiten aller Ergeb-
nisse ergibt das sichere Ereignis. Aus diesen Sachverhalten folgt die Axiomatik der Wahr-
scheinlichkeiten mit den daraus abgeleiteten Formeln des Additionssatzes und des Ge-
genereignisses.

Ist S die Menge der Ergebnisse eines Zufallsexperiments, so stellen Teilmengen A, B, ...
von S (A, B, ... 0 S) Ereignisse dar. Hinsichtlich eines Ergebnisses acS ergibt sich als
Wahrscheinlichkeit des dazugehdrigen Elementarereignisses {a} OO S als p({a}), die Wahr-
scheinlichkeit p(A) eines Ereignisses A als Summe der Wahrscheinlichkeiten der Ergeb-
nisse, die im Ereignis enthalten sind. Fir Wahrscheinlichkeiten p und Ereignisse A, B, ...
[0 S eines Zufallsexperiments gilt:

Ereignisse Wabhrscheinlichkeiten
Leeres/unmdgliches Ereignis @ p(@d)=0

Sicheres Ereignis S p(S)=1

Ereignis A 0<spA)=1

Ereignisse A, B disjunkt -> AOB als Ereignis ,A

odor B ) J P(ACIB) = p(A) + p(B)

Ereignisse A, B -> AB als Ereignis ,,A oder B, Additionssatz flir Wahrscheinlichkeiten:
AnB als Ereignis ,,A und B* p(AOB) = p(A) + p(B) — p(AnB)
gieignisse A, B, B OA -> A\B als Ereignis ,A ohne D(A\B) = p(A) — p(B)

Ereignis A -> Gegenereignis A~ = S\A als Ereignis - -

b generelg IS Ip(A) + p(A) = 1, p(A) = 1 - p(A)

Ereignisse, Wahrscheinlichkeiten

Wahrscheinlichkeitsbdume

Ein Wahrscheinlichkeitsbaum dient der grafischen Aufbereitung und Beschreibung eines
n-stufigen Zufallsexperiments mit ki, ky, ... Verzweigungen von Merkmalen (Ausgange,
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Merkmalsauspragungen, je Stufe) (n, ki, Kz, ... als natirliche Zahlen) und besteht aus ei-
ner dem Zufallsversuch und dessen (kausaler) Entscheidungshierarchie entsprechenden
(gerichteten) Anordnung von Knoten und Kanten.

Wahrscheinlichkeitsbaum (Merkmale: Merkmal A (Ausgange a, c), Merkmal B (Ausgange b, d); zweistufig):

Merkmal A Merkmal B 4 Merkmale
pb) b ] > |[pa b) =/p@)p(b) /[« Prad @b) |«
p@ a]ll
| 1-pb) d | > [[p(a; d) =|[p(@)1-p(b)) 2[4 Plad@ad) |
II Ereignis E:
p(A) = p(a;b)+p(c;d) =
| 1-p(d) b ] > |p(c; b) =|lp)@-p() |3/« Pad (c;b) |p@P®)I*PEIP()

o© clll
p(d) d | > |[p(c; d) =|pc)p(d)

Wurzel A Knoten, Kanten A Blatter

~

« Pfad (c;d) ||«

1. Stufe 2. Stufe Summe: 1
A Wahrscheinlichkeiten, A Wahrschein- A Ergeb-
Merkmalsauspragungen lichkeitsverteilung nisse

Die Knoten stellen die (Zwischen-) Ergebnisse des Zufallsversuchs dar geman der jeweili-
gen Durchfihrung des Experiments, die Kanten sind mit den dem jeweiligen Ergebnis ent-
sprechenden Wahrscheinlichkeiten versehen. Die Wahrscheinlichkeiten im Wahrschein-
lichkeitsbaum ergeben sich aus kombinatorischen Uberlegungen (Urnenmodell mit/ohne
Zuricklegen u.a.). Die Summe der Wahrscheinlichkeiten an den Kanten, die von einem
Knoten ausgehen, ist 1.

Die Aufeinanderfolge von Kanten zwischen dem Anfangsknoten des Wahrscheinlichkeits-
baums (Wurzel) und den Endknoten (Blattern) hei3t Pfad. Fir ein Ereignis A gelten hin-
sichtlich der das Ereignis charakterisierenden Pfade und deren Wahrscheinlichkeiten die
Pfadregeln:

1. Entlang eines zum Ereignis E gehodrenden Pfades werden die Wahrscheinlichkeiten
der Pfadkanten multipliziert. Es ergibt die Wahrscheinlichkeit des Pfades (Pfad: O -
>p(@)->a->p)->b...:.p@ab;...) =p@)-p)-...)

2. Die multiplizierten Wahrscheinlichkeiten von allen zum Ereignis E gehdrenden Pfa-
den werden addiert. Es ergibt sich die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses E (Pfade:
O->p@->a->pb)->b..,0->p()->c->p(d)->d...;.... p(E) = p(asb;...) +
p(c;d;...) +...).

Ein Pfad in einem Wahrscheinlichkeitsbaum stellt ein Elementarereignis dar. Die Summe
der Wahrscheinlichkeiten aller Elementarereignisse ist folglich 1. Wird ein Ereignis E durch
mehr Pfade charakterisiert als sein Gegenereignis E~, so empfiehlt sich, die Wahrschein-
lichkeit des Gegenereignisses zu berechnen, so dass die Formel p(E) = 1 — p(E") zum
Tragen kommt.

Je nach Fragestellung kdénnen vorgegebene WahrscheinlichkeitsbAume umorganisiert,
reduziert und ,eingeklappt‘ werden, indem bestimmte Merkmalsauspragungen zusam-
mengefasst und somit die Zahl der Kanten vermindert werden. Allgemein ist zur Anzahl
der Pfade in einem Wahrscheinlichkeitsbaum zu sagen, dass bei n-maligem Durchflhren
eines Zufallsversuchs mit gleichen k Ausgangen je Stufe die Pfadanzahl k" betragt; bei
unterschiedlicher Anzahl von Ausgéngen ki, ks, ..., k; ist die Pfadanzahl k;-ko- ... k.
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Beispiele

a) In einer Urne befinden sich 8 blaue, 6 weiRe, 3 Wahrscheinlichkeitsbaum (Ausgénge: blau, weil3, rot, grin;
rote und 3 griine Kugeln. Es wird eine Kugel gezo- 1-maliges Durchfihren):

gen, so dass sich der nebenstehende Wahrschein- [7[{ Versuchsdurchfiihrung(en)
lichkeitsbaum ergibt.

Als Wahrscheinlichkeiten ergeben sich fir die Ergeb- 8/20 bl blauy = oz 11
nisse bzw. Grundereignisse: —aul > |jp(blay) '

p(blau) =8/20=0,4 i
p(weilR) = 6/20 = 0,3 6/20 WeiBI > ||p(weiR)= (0.3 || 2
p(rot) = 3/20 = 0,15 In
p(grun) = 3/20 = 0,15,

3/20 = : 3
fur (zusammengesetzte) Ereignisse etwa: IE > |Iprot) 0.15
p(blau oder rot) = p(blau) + p(rot) = 8/20 + 3/20 =
11/20 3/20 griin I > ||p(grin) = |[0.15 || 4

p(nicht griin) = p(blau) + p(weil) + p(rot) =
8/20 + 6/20 + 3/20 = 17/20 bzw. Summe: ||1
p(nicht grin) = 1 — p(grtin) = 1 — 3/20.

b) Das zweimalige Wiirfeln eines vierflachigen Tetra- Wahrscheinlichkeitsbaum (Ausgange: 1, 2, 4, 8; mit Zurlicklegen;
eders mit den Zahlen 1, 2, 4 und 8 ist ein zweistufi- 2-Maliges Durchfihren):

ges Laplace-Experiment (mit Zurticklegen) mit dem | [1.
nebenstehenden Wahrscheinlichkeitsbaum.

Versuchsdurchfiihrung(en)

SE

Alle Ergebnisse (1;1) bis (8;8) des Wirfelversuchs 1/4 1]> |p(1;1)= |0.0625 | 1
haben dieselbe Wahrscheinlichkeit 1/4-1/4 = 1/16 =
0,0625. Es liegt also ein Laplace-Experiment vor. Die 14 2> |p@; 2)= lo.0625 | 2

Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen sind Summen [, 1-
von Wahrscheinlichkeiten der Ergebnisse, z.B.:

p(2. Wurf = 4) = p(1;4) + p(2;4) + p(4;4) + p(8;4) =
4.1/16 =1/4 = 0,25

p(Augensumme = 10) = p(2;8) + p(8;2) =2-1/16 = 1/8
=0,125

p(Augensumme < 5) = p(1;1) + p(1,2) + p(1;4) +
p(2;1) + p(2;2) + p(4;1) = 6-1/16 = 3/8 = 0,375.

1/4 41> |p(1; 4)= |0.0625 | 3

1/4 8] > |p(1; 8)= lo.0625 | 4

14 1]> lp@; 1)= lo.0o625 | 5

SNERERE

14 2> Ip@;2) = l0.0625 | 6

=
=
N
N

| | 1/4 4|> p(2; 4) = |0.0625 | 7
| |

| | 1/4 8|> p(2; 8)= |0.0625 | 8

| |

| | 1/4 1| > |p(4; 1) = |0.0625 | 9
i 1

| 1/4 2|> p(4; 2) = |0.0625 |10
1/4 4 .

| | 1/4 4|> p(4; 4)= |0.0625 |11
i B

| 1/4 8|> p(4; 8) = |0.0625 |12
|

| 1/4 1| > |p(8; 1) = |0.0625 |13
| |

| | 1/4 2|> p(s; 2) = |0.0625 |14

1/4 8.

14 4> |p@; 4) = |0.0625 |15

1/4 8> |p@; 8) = |0.0625 |16

1

Summe: |1
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c) In einer Schublade liegen 18 schwarze, 12 blaue und 8 rote Socken durcheinander. Zu berechnen ist die
Wahrscheinlichkeit, dass am friihen Morgen bei Dunkelheit aus der Schublade zwei gleichfarbige Socken
gezogen werden, um adaquat bekleidet zu sein.

Da bei einem zweibeinigen Menschen zwei Socken gleicher Farbe benétigt werden, liegt ein zweistufiges
Zufallsexperiment ohne Zuriicklegen vor. Es ergibt sich auf Grund der drei Ausgange ein Wahrscheinlich-
keitsbaum mit 3% = 9 Pfaden:

Wabhrscheinlichkeitsbaum (Ausgénge: schwarz, blau, rot; ohne Zuriicklegen; 2-maliges Durchfiihren):

1. 2. Versuchsdurchfihrung(en)

17/37 schwarz I > |p(schwarz; schwarz ) =|0.2176387|1
18/38 schwarz I 12/37 blau g > |p(schwarz; blau) = 0.1536273|2

8/37 rot §§ > |p(schwarz; rot) = 0.1024182|3

18/37 schwarz I > |p(blau; schwarz ) = 0.1536273|4

11/37 blau j > |p(blau; blau) = 0.0938834|5

il

12/38 blau

il

8/37 rot §§ > |p(blau; rot) = 0.0682788|6

18/37 schwarz I > |p(rot; schwarz ) = 0.1024182|7
8/38 rot I 12/37 blau {§ > [p(rot; blau) = 0.0682788|8

7137 rot I > |p(rot; rot) = 0.0398293|9

Summe: 1

i

Die Wahrscheinlichkeit, gleichfarbige Socken zu ziehen, errechnet sich durch Addition der Wahrscheinlich-
keiten, die zu den drei Ergebnissen (schwarz; schwarz), (blau; blau) und (rot; rot) gehéren, also:

p(gleichfarbige Socken) = p(schwarz; schwarz) + p(blau; blau) + p(rot; rot) =
18/38-17/37 + 12/38-11/37 + 8/38-7/37 = 13/37.

Die Wahrscheinlichkeit, an den FuR3en korrekt bekleidet zu sein, betragt also ungeféhr 0,351 = 35,1%.

d) Auf einem Gliucksrad befinden sich 8 rote und 2 Wahrscheinlichkeitsbaum (Ausgange: rot, weif3; mit Zuriicklegen;
weiRe Felder. Das Gliicksrad wird zweimal gedreht, 2-maliges Durchfihren):

so dass das Nebenstehende gilt. 1 5 Versuchsdurchfiihrung(en)
Als Wahrscheinlichkeiten errechnen sich im Wahr-

scheinlichkeitsexperiment (mit Zurlicklegen): 8/10 rotI > [p(rot; rot ) = 0.6all1
p(2 x weilR) = p(weil3, weill) = 2/10-2/10 = 0,04 310 ot II

p(1 x weilR) = p(weil3, rot) + p(rot, weild) =

2/10-8/10 + 8/10-2/10 = 0,32 [ | 2/10 weil3 I > |[p(rot; weiR ) = |/0.16/[2
p(0 x weiR) = p(rot, rot) = 8/10-8/10 = 0,64. ] |

[ | 8/10 rotI > ||p(weiR; rot ) = |/0.16|(3
2/10 weif Il
2/10 weiGI > ||p(weil3; weil ) =||0.04||4

Summe: 1

e) Neben den Wahrscheinlichkeitsbdaumen helfen beim Laplace-Experiment auch Tabellen, die die Ergeb-
nisse des Zufallexperiments auflisten. Der normale Spielwirfel mit den Augenzahlen 1 bis 6 z.B. wird zwei-
mal geworfen. Es ergibt sich wieder ein Laplace-Experiment; jedes Ergebnis (1;1) bis (6;6) besitzt die Wahr-
scheinlichkeit 1/36. Tabellarisch lasst sich der Zufallsversuch wie folgt darstellen:
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1. Wurf | 2. Wurf L 3 B h b b

1 1) (1;2) (1:3) (1;4) (1;5) (1:6)
2 (2;1) (2;2) (2:3) (2;4) (2;5) (2:6)
3 (3:1) (3:2) (3:3) (3:4) (3:5) (3:6)
4 (4:2) (4:2) (4:3) (4:4) (4:5) (4:6)
5 (5:1) (5:2) (5:3) (5:4) (5:5) (5:6)
6 (6:1) (6;2) (6:3) (6:4) (6:5) (6:6)

Aus der Tabelle lassen sich nun leicht Anzahlen ermitteln, die mit 1/36 multipliziert Wahrscheinlichkeiten
ergeben. Z.B. besitzt das Ereignis, gleiche Augenzahlen zu wirfeln, die Wahrscheinlichkeit: p(gleiche Au-
genzahl) = 6-1/36 = 1/6 wegen:

1. Wurf | 2. Wurf L 3 B h b b

1 (@) (1;2) (1:3) (1;4) (1;5) (1,6)
2 (2:1) (2:2) (2:3) (2:4) (2:5) (2:6)
3 (3:1) (3:2) (3:3) (3:4) (3:5) (3:6)
4 (4:2) (4:2) (4:3) (4:4) (4:5) (4:6)
5 (5:1) (5:2) (5:3) (5:4) (5:5) (5:6)
6 (6:1) (6;2) (6:3) (6:4) (6:5) (6:6)

Das Ereignis, nur gerade Augenzahlen zu werfen, bedeutet:

1. Wurf | 2. Wurf L 3 B h b b

1 1) 1:2) (1:3) (1:4) (1:5) (1:6)
2 (2,1) (2:2) (2:3) (2:4) (2,5) (2:6)
3 (3:1) (3:2) (3:3) (3:4) (3:5) (3:6)
4 41) (4:2) (43) (4:4) (4,5) (4,6)
5 (5:1) (5:2) (5:3) (5:4) (5:5) (5:6)
6 (6:1) (6:2) (6:3) (6:4) (6:5) (6:6)

und fihrt auf die Wahrscheinlichkeit: p(nur gerade Augenzahlen) = 9-1/36 = 1/4. Es gilt der Additionssatz fir
(disjunkte) Ergebnisse, Elementarereignisse, Ereignisse. Das Konzept des Gegenereignisses wird verwen-
det bei Betrachtung der folgenden Berechnung: p(Augensumme > 4) = 1 — p(Augensumme < 4) =1 — 6-1/36
=1-1/6 = 5/6 auf Grund von:

1. Wurf | 2. Wurf L 3 B h b b

1 (1;1) (1;2) 1:3) (1;4) (1;5) (1;6)
2 (2,1) (2:2) (2:3) 24 (2;5) (2;6)
3 (3:1) (3:2) (3:3) (3:4) (3:5) (3:6)
4 (4:2) (4:2) (4:3) (4:4) (4:5) (4:6)
5 (5:1) (5:2) (5:3) (5:4) (5:5) (5:6)
6 (6:1) (6:2) (6:3) (6:4) (6:5) (6:6)
Erwartungswert

Bewertet man Ereignisse etwa in einem Glicksspiel als Zufallsexperiment mit Geld, so
ergibt sich die Situation des Erwartungswertes. Ein Zufallsexperiment ist ein Spiel, wenn
im Experiment auftretende Ereignisse A, B, ... mit positiven (Gewinn) oder negativen (Ver-
lust) Geldeinheiten (GE) ga, Os, ... bewertet werden oder wenn Gewinnpositionen ein
Spieleinsatz e (GE) gegenubersteht. Die Ereignisse haben die Wahrscheinlichkeiten p(A),
p(B), ..., die Wahrscheinlichkeiten der sich gegenseitig ausschlieenden Ereignisse ent-
sprechen einer Wahrscheinlichkeitsverteilung mit p(A) + p(B) + ... + p(sonst) = 1. Der Er-
wartungswert E gibt den durchschnittlichen Gewinn oder Verlust pro Spiel an (GE), d.h. es
gilt:
E =gap(A) +gsp(B) + ...

bzw.

E =gap(A) +gsp(B) + ... —€.
D.h.: Der Erwartungswert ist die Summe aller Produkte, die sich aus dem Gewinn oder
Verlust und der Wahrscheinlichkeit jeweils eines Ereignisses ergeben, eventuell abziglich
des Spieleinsatzes. Ein Spiel heil’t im Ubrigen fair, wenn der Erwartungswert E gleich Null
ist.

Beispiele

a) Ein Wirfel wird einmal geworfen; der Spieler bekommt die einen Gewinn (GE) in Héhe der gewdrfelten
Zahl, wenn er die ,1% ,3“ oder ,6" wirfelt, andernfalls erleidet einen Verlust (GE) in Hohe der gewdirfelten
Zahl. Der Erwartungs-wert errechnet sich auf Grund der gleichverteilten Wahrscheinlichkeit p(1) = ... p(6) =
1/6 und der Gewinne und Verluste g; = +1, g, = -2, g3 = +3, g4 = -4, g5 = -5, g = +6 als:
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E :l%—2%+3%—4%—5%+6%= —0,17, d.h.: der Spieler verliert pro Spiel im Durchschnitt (im

Mittel, auf lange Sicht) 0,17 GE.

b) Bei einem Einsatz von € 2,50 wird ein Gliicksrad mit den drei Farben rot, blau und griin (p(r) = 0,3; p(b) =
0,5; p(g) = 0,2) zweimal gedreht. Es folgt:

Wabhrscheinlichkeitsbaum (Ausgénge: rot, blau, griin; mit Zurticklegen; 2-maliges Durchfiihren):

1. 2. Versuchsdurchfihrung(en)

0.3 rotI > ||p(rot; rot ) = 0.09/1
0.3 rot I 0.5 blau §| > ||p(rot; blau ) = |]|0.15/]2

0.2 griin j| > ||p(rot; grin ) = |{|0.06||3

0.3 rot j| > ||p(blau; rot ) = ||0.15||4

LA

| 05 blau | 0.5 blau | > |[p(blau; blau ) = |[0.25||5

0.2 grin j| > ||p(blau; grin ) ={|0.1 ||6

[T

0.3 rot f| > ||p(griin; rot ) = ||0.06||7

|
i
i
|
|
0.

2 grin ]| 0.5 blau I > |[p(grun; blau ) =|[0.1 |8
0.2 griin I > ||p(grun; grin ) =/|0.04/|9

Summe: 1

Der Spieler gewinnt € 10,-, wenn zweimal ,rot* (r) erscheint, € 3,-, wenn einmal ,rot* erscheint, sonst nichts.
Die Wahrscheinlichkeiten sind: p(2xr) = 0,3-0,3 = 0,09, p(1xr) = 0,3-0,7 + 0,7-0,3 = 0,42 (laut Wahrschein-
lichkeitsbaum). Der Erwartungswert errechnet sich mit Hilfe einer Tabelle gemaf:

Ereignis 2xr Ixr sonst

Auszahlung 10 3 0

Wabhrscheinlichkeit 0,09 0,42 - (oder: 0,49) (Summe: 1)
Erwartungswert 10.0,09=09->+-> [3.042=126>+-> [0->--> [250->= [-0,34

als: E=10[0,09+3[0,42—-2,50=-0,34, d.h.: der Spieler verliert pro Spiel im Durchschnitt 34 ct.

Ein faires Spiel liegt dann vor, wenn: E = 0 gilt. Dies kann hier durch eine Anderung des Einsatzes gesche-
hen. Ist x der dabei zu berechnende Einsatz, so muss die Gleichung E =10[0,09+ 3[0,42 - X =0 nach x
umgestellt werden,; also:

10-0,09 +3-0,42-x=0 (Ausrechnen)
216-x=0 | +x
2,16 =x

D.h.: der neue Einsatz (fir ein faires Spiel) betragt: 2,16 €. Auch der Gewinnplan kann verandert werden, um
ein faires Spiel zu erreichen. Z.B. soll die Auszahlung fur zweimal ,rot* diesbeziglich variiert werden. In dem

Fall ist in der Gleichung E = x[0,09+ 3[0,42 — 2,50 = O die Auszahlungsvariable x auszurechnen:

0,09x +3-0,42-2,50=0 (Ausrechnen)
0,09x-1,24=0 | +1,24

0,09x = 1,24 | :0,09
x=13,78

Der Auszahlungsbetrag fur zweimal ,rot* steigt also von € 10,- auf € 13,78, um ein faires Spiel zu erhalten.
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Aufgaben

1. Aus einer Urne werden zwei Kugeln mit Zurticklegen gezogen. Die Urne enthdlt 6 blaue, 4 rote und 2 wei-
Re Kugeln. Erganze im nachstehenden Wahrscheinlichkeitsbaum die fehlenden Wahrscheinlichkeiten:

1. 2. Versuchsdurchfiihrung
blau I > ||p(blau; blau ) = 1
||
blau I rot §| > ||p(blau;rot ) = 2

weiBI > ||p(blau; weil3 ) = 3
blau I > ||p(rot; blau ) = 4

|
I rot rot §| > ||p(rot; rot ) = 5

WeiBI > ||p(rot; weild ) = 6
blau I > ||p(weil3; blau ) = 7

weil3 rot §| > ||p(weil3; rot) = 8

i

weiBI > ||p(weil3; weill ) = 9

2. Eine Urne enthalt 4 rote und 6 schwarze Kugeln. Es wird zweimal gezogen, wobei die gezogenen Kugeln
zuriickgelegt werden. Berechne die Wahrscheinlichkeiten der folgenden Ereignisse: ,Alle gezogenen Kugeln
sind rot.“; ,Alle gezogenen Kugeln sind schwarz.”; ,Es wird genau eine rote Kugel gezogen.“; ,Es wird min-
destens eine schwarze Kugel gezogen.”

3. Ein Gliicksrad besteht aus den Feldern ,blau* (120°), ,rot* (180°) und ,gelb" (60°). Das Gliicksrad wird
zweimal gedreht.

a) Berechne die Wahrscheinlichkeiten der folgenden Ereignisse: ,Es erscheint zweimal blau.”; ,Es erschei-
nen nur gleiche Farben.”; ,Es erscheinen nur verschiedene Farben.”; ,Es erscheinen rot und gelb.”

b) Beim ,Glucksrad-Spiel* zahlt ein Spieler fir zweimaliges Drehen des Glicksrads einen Einsatz von € 2,-.
Er gewinnt, wenn alle Farben gleich sind, € 5,-, wenn alle Farben ,gelb“ sind, zusétzlich € 5,-.

4. Unter 16 Spielkarten befinden sich Buben, Damen und Kénige. Zwei Karten werden gleichzeitig aufge-
deckt. Erganze im nachstehenden Wahrscheinlichkeitsbaum die fehlenden Wahrscheinlichkeiten:

Michael Buhlmann, Mathematik > Wahrscheinlichkeitsrechnung > Grundlagen 7



1. 2. Versuchsdurchfiihrung

Bube I > ||p(Bube; Bube) = 1

Bube Dame @ > ||p(Bube; Dame) = 2
62,5 %

Kodnig I > ||p(Bube; Kdnig) = 3
Bube I > ||p(Dame; Bube) = 4

|
I Dame Dame | > |p(Dame; Dame) = 5

Kodnig I > ||p(Dame; Konig) = 6
Bube I > ||p(Kénig ; Bube) = 7

|
1/4 Kodnig Dame Q| > ||p(Kdnig ; Dame) = 8

Kodnig I > ||p(Kénig ; Kdnig) = 9

a) Wie viele Buben, Damen und Kénige befinden sich unter den Spielkarten?
b) Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, Karten vom selben Typ (Bube, Dame, Kdnig) zu ziehen?
c) Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, hdchstens einmal ,Dame* zu ziehen?
d) Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit, mindestens einmal ,Bube” zu ziehen?

5. Aus einer Tute mit 20 griinen, 15 blauen und 10 roten Bonbons werden zwei Bonbons mit einem Griff
herausgezogen. Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, zwei gleichfarbige Bonbons zu bekommen? Wie grof3
ist die Wahrscheinlichkeit, ein blaues und ein rotes Bonbon zu ziehen?

6. Ein Glucksrad mit den Farben rot (50%), griin (40%) und weil3 (10%) wird zweimal gedreht.

a) Zeichne ein Baumdiagramm.

b) Bei einem Einsatz von 1,- € gewinnt ein Spieler 5,- € bei zweimal ,weil3", 2,- € bei einmal ,wei“ pro Spiel?
Ist das Spiel fair?

¢) Wie hoch muss der Einsatz sein, damit das Spiel fair ist?

d) Wie hoch muss bei einem Einsatz von 1,- € die Auszahlung fir zweimal ,wei3" sein, damit das Spiel fair
ist?

Lésungen: 2. p=0,16,p=0,36,p=0,48,p=1-0,16 =0,84./3a) pp = 1/3, pr = 1/2, pg = 1/6 -> p = 1/9, p = 7/18,
p=1-7/18=11/18, p=1/6, b) E = 1/12. / 4a) 10xB, 2xD, 4xK; 4b) p =0,43; c) p =1 - 0,0083 = 0,992; d) p = 0,875. /
5.p=0,338, p=0,152./6b) E=-0,59, c) e =0,41; d) x = 64.

Literaturhinweise: REINHARDT, F., dtv-Atlas zur Schulmathematik. Definitionen, Beweise, Satze, Miinchen
%2003, S.230-233 (Wahrscheinlichkeitsrechnung).
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